Mathématiques ECE1 2018-2019
TD11 : calcul intégral

Exercice 1.
1. Soit f : z €]0, 400 zIn(z).
Montrer que la fonction F : z €]0, 400 % - % est une primi-
tive de f.
2. Soit f:z € R— (22 — 3)e ™.
Déterminer des réels a et b tels que F': x € R +— (ax + b)e ™.

Exercice 2. Etudier la monotonie des suites suivantes :
1

— [ ta b= [ —2
Ay = . € t, n — o ‘i‘:;‘;;§ x.

Exercice 3. Soit I, = fol In(1 4+ 2™)dz pour tout n € N.
1. Vérifier que 0 < In(1 + z) < = pour tout z > 0.

2. En déduire que 0 < I, < n%rl pour tout n, puis calculer lim I,,.
n—+400

Exercice 4. Soient g : t > 0 — ﬁ et F:x € [0,+oo[— ff“ g(t)dt.
On considére une primitive G de g.
1. (a) Exprimer F' en fonction de G.
(b) Déterminer F” et étudier les variations de F.
2. (a) Soit x > 0. Donner un encadrement de g(t) sur Uintervalle [z, x +
1].
(b) En déduire que
! F(z) < 1

—F——— < S —/—
(x+ 1) +1 3+ 1
pour tout z > 0, puis lim F(z).

T—r00
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Exercice 5. Soient f :t €]0,+oo[— tIn(t) — t et
1 x+1
G :x €]l,+oo[— 2/ f(t)dt.
rz—1

1. Montrer que G est de classe C? sur |1, 4o00[ et que

fla+1)—flz-1)
2 )

In(x 4+ 1) —In(x — 1)
2

G'(z) =

G"(z) =

pour tout z > 1.
On fera intervenir une primitive F de f sans chercher & calculer F.

1 Tournez la page S.V.P.
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2. (a) Montrer que G’ est strictement croissante sur |1, +o00].
(b) Vérifier que G'(2) > 0.

(¢) Montrer que I'équation G'(z) = 0, d’inconnue z €]1, +o0[, admet
une solution et une seule, notée «a, et que o < 2.

(d) En déduire les variations de G.

Exercice 6. Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes
définies par les expressions suivantes :

a(z) = (z+ D)(z+2) (z€R), bx)= % (€0, 4o0)),  e(x) = %1/5 (2 €]0, +o0]),
d(ac):(gacil)2 <x<;>, e(zr) = 3x1—i—4 <x<_34>, f(z)=e2* (z€eR),
g(@) =2 (z€R), M= @eRm), i@ ="2 @>0)

v (x> —1), k(z) = 2(z2 —1)° (z €R).

Ve

Exercice 7. A l'aide de I'exercice 6, calculer les intégrales suivantes :

1 el In(2) t __ —t
I = / (z+1)(z+2)dw, L= / ) G gy = / € a4t
1 0

-1 €T et + et

Exercice 8. Soit f:t € R\{-1,2} — %-

1. Déterminer des réels a, b et ¢ tels que f(t) = a+ (5K + 355 pour tout

tg{-1,2}.
2. Calculer fol f(t)de

t+1)

Exercice 9. Soit I, = fol 115w dx pour tout n € N.
1. (a) Calculer I; en remarquant que {77 = 1— 1—&-% pour tout x € [0, 1].
(b) Calculer Is.
2. (a) Etudier la monotonie de la suite (I,)n>0.
(b) Montrer que I,, < 3 pour tout n.
(c¢) La suite (I,,) est-elle convergente ?

3. Justifier que I, fo z(1 — 2™)dz pour tout n. En déduire hm I,.

Exercice 10. Calculer :

3 2
I= / (2t + 1)e?dt, J / (t* —t + 1) In(t)dt,
1 1

e 1
K:/ In(t)dt, L:/ (t2 4 t)e 'dt.
1 0
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Exercice 11. Soit I, = [{(In(z))"dz pour tout n € N.
1. Calculer Ij.
2. Montrer que I, > 0 pour tout n.
3. Montrer que I,41 =e— (n+ 1)I,.
4. En déduire que 0 < I, <
5

. Déterminer lim I,.
n—-+o0o

[
n+1"

Exercice 12. Calculer les intégrales suivantes en effectuant les changements
de variable indiqués :

1 3
A:/ vt g, @:x+%,B:/) @),
0 1

T+ 2 P
1
d . ,
C= /0 p _f 1 (v=-¢€") (071 pourra utiliser que m ===

Exercice 13. Pour les intégrales suivantes, étudier la nature (convergente
ou divergente) de 'intégrale, et, si elles convergent, calculer leur valeur.

+o0 t +o0 t +oo 0
Aa/ i,B:/ d,c:/ éw,D:/ e,
1t 05 t(Vt)? 0 —o0

Exercice 14. En effectuant un changement de variables pour se ramener &
une intégralle de Riemann, étudier la convergence et calculer le cas échéant
la valeur des intégrales suivantes.

+oo 0
I—/ dt , J_/ dt '
0 (t+2)2 —oot_1

Exercice 15. En effectuant une IPP, étudiant la convergence et calculant
(le cas échéant) la valeur de l'intégrale f_+2°° te~2tdt.

v+1

)



