Mathématiques ECE1 2018-2019
TD10 : calcul différentiel

Exercice 1. Soit f: 2z € R* — %

1. En utilisant la définition de la dérivabilité, montrer que f est dérivable
en 2 et calculer f(2).

2. Vérifier en utilisant les formules de dérivation.

Exercice 2.
1. Démontrer que liH(l) w = 1 en appliquant la définition de la déri-
T—

vabilité a la fonction f : z ~— In(1 + z) au point xy = 0.

2. Démontrer de la méme fagon que liH(l) % =1
T—r

Exercice 3.
In(z)—1

1. En utilisant la définition de la dérivabilité, calculer lim
Tr—e

z"—a
r—a

n

2. Soit a € R et n € N, calculer de la méme fagon lim
Tr—a

—-1/x x>0
Exercice 4. Soit f: x € [0, +oo[— ¢ S? T
0 si x = 0.

1. Montrer que f est continue sur [0, 4o00].

2. Montrer que f est dérivable en 0 et déterminer f’(0).
(x—1)% siz>1,

r—1 siz<l1.
Cette fonction est-elle continue en 17 dérivable en 17

Exercice 5. Soit f:z € R—

Exercice 6. Soit f le polynome z € R — z* 4+ 42 — 1, et soit C'y sa courbe
dans le plan.

1. (a) Déterminer le coefficient directeur de la tangente & Cy au point
d’abscisse 2.

(b) Déterminer ’équation de cette tangente.
2. Déterminer le point de C'y ot la tangente est horizontale.
3. Déterminer les variations de f.
4. Tracer Cfy.

1 iz >0
Exercice 7. Soit f : x € [0, +o00[— zIn(x) s? x>0,
0 siz=0.

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur [0, 4+o00].

2. Interpréter graphiquement.

1 Tournez la page S.V.P.



TD10 : calcul différentiel

Exercice 8. Déterminer les ensembles de définition et de dérivabilité ainsi
que les dérivées des fonctions déterminées par les expressions suivantes :

a(z) = z3e”, b(z) = (e” — 2z + 1)2’ o(z) = ﬁ’
de) =V Frd L elr) = (@ —at) ) = g
g(z) = In(1 + %), h(z) =In (|22 +1|), i(z) — oL

Exercice 9. Soit f le polynéme z € R ~— 2% — 1.

1. Montrer que f admet une fonction réciproque g sur un intervalle que
I’on précisera.
2. (a) Déterminer sur quel ensemble g est dérivable et exprimer sa déri-
vée ¢’ (en fonction de g) sur cet ensemble.
(b) Déterminer ¢(7) et en déduire ¢'(7).

(c) Déterminer la tangente a la courbe de g au point d’abscisse —1.

Exercice 10. Soit f: 2 € R~ In(2? + 1),
1. Montrer que la restriction de f & Ry est une bijection de Ry dans R .
2. Calculer f(2). En déduire (f_l)/ (In(5)).
3. Déterminer explicitement f~! et en déduire I'expression de ( f _1)/.

Vérifier le résultat de la question 2.

Exercice 11.

1. Montrer que 3 < In(3) — In(2) < & (on utilisera la valeur approchée

3
e~217).

2. Montrer plus généralement que x%rl <In(z+1) —In(z) < L pour tout

x €]0, +o0] (on étudiera les variations de deux fonctions bien choisies).
Exercice 12.
1. Soit g:x € R+ —3e73% — 9z + 9.

Déterminer les variations de g et en déduire que I'équation g(z) = 0
admet deux solutions o < 0 et 8 > 0.

En déduire le signe de g sur R en faisant intervenir « et 5.
2. Etudier les variations sur R de la fonction f : z + e™3% — %:c2 + 9z.
Exercice 13. Soit f le polynome z € R — 1 (3+2?) et u = (u,) la suite
définie par up = 0 et up41 = f(un).

1. (a) Dresser le tableau de variations de f sur [0, 1] et montrer que [0, 1]
est un intervalle stable par f.

(b) Déterminer I'unique point fixe r de f sur [0, 1].
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(¢) Montrer que |f/(z)| < 2 pour tout z € [0, 1].
2. Montrer que u,, € [0,1] pour tout n > 0.

3. Démontrer que |up41 — 7| < %|un — 7| puis que |u, — 7| < (%)n pour
tout n > 0. En déduire la limite de wu,,.

4. Déterminer un entier ng tel que |u, — 7| < 107 pour tout n > ng.
Exercice 14. Soit f : z €]0,+00[— 2 + In(z).
On donne les valeurs approchées In(3) ~ 1,10 et In(4) ~ 1, 39.
1. (a) Montrer que f admet un unique point fixe « sur [1, +00].
(b) Montrer que « € [3,4].

2. (a) Etudier les variations de f et montrer que l'intervalle [3,4] est
stable par f.

(b) Montrer que |f/(z)| < & pour tout z € [3,4].

3. Soit u = (uy) la suite définie par ug = 3 et up+1 = f(uy) pour tout
n > 0.

(a) Montrer que u, € [3,4] pour tout n > 0.
(b) Montrer que |upt1 — af < &|up, — af pour tout n > 0.
(¢) Montrer que |u, — | < 3. En déduire la limite de u.

4. Déterminer un rang ng a partir duquel |u, — a| < 107°.

Exercice 15. Soit f :x € R — ze”.
1. Montrer que f est de classe C'°.

2. (a) Déterminer f’, f”, " puis conjecturer une formule pour £ pour
tout n > 1.

(b) Démontrer cette conjecture.

*In(z) —x siz>0
Exercice 16. Soit f : z € [0, +o0[— zIn(x) —x 5% T ,
0 siz = 0.

1. Montrer que f est continue sur [0, 400l

2. Montrer que f est de classe C! sur ]0, +oo], calculer f’ et déterminer

lim f/(z).

z—0
3. f est-elle dérivable en 0? De classe C! sur [0, +o00[?

3 Tournez la page S.V.P.
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Exercice 17. Soit f le polynéme x € R — 3%44 . % +2x + 3 et soit Cy sa
courbe dans le plan.

1. Etudier les variations de f (on cherchera des racines évidentes de f’).

2. Etudier la convexité de f. On précisera les points d’inflexion éventuels
de f, ainsi que ’équation de sa tangente en ces points.

3. Tracer Cf.



