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Une variable aléatoire réelle (VAR) est grosso modo une fonction qui envoie chaque résultat d'une expérience aléatoire
sur un nombre réel (plus certaines conditions), par exemple le nombre de fois qu'on a obtenu "pile" en jouant a pile ou
face un certain nombre de fois, la somme des numéros affichés par deux dés qu’on a jetés, etc.

Définition et généralités

1.1 Définition et exemples

Variable aléatoire réelle (VAR)

Soit (Q2, o/) un espace probabilisable. On dit qu'une fonction X : Q — R est une variable aléatoire (réelle) sur (Q, <f) si
pour tout x € R, 'ensemble {w € QO : X(w) < x} est un évenement (c’est-a-dire, pour rappel, si cet ensemble appartient a
la tribu «¢).

On peut alors montrer, en revenant aux propriétés d'une tribu d’évenements, que les ensembles

{fweQ: X(w) > x},
{weQ: X(w)€la, b},
{weQ: X(w) = x},
{weQ: X(w) < x},
{fweQ: X(w)=x},
{weQ: X(w)€ [a,bl},
{weQ: X(w)e€la,bl},
{weQ: X (w)€la,bl}

sont également des évenements pour tous réels x, a et b.




Toute fonction f : Q — R est une variable aléatoire sur 'espace probabilisable (Q, 22(Q)), puisque les évenements de
(Q,22(Q)) sont simplement les sous-ensembles de Q.

Démontrer qu’'une fonction est une variable aléatoire n’est pas exigible, on se contente de I’admettre dans les exercices.

[NOWtion

Etant donnée une variable aléatoire X sur un espace probabilisable (2, /), on note
(Xell ={weQ: X(w) eI}

pour tout ensemble I < R, en particulier

X<x]={weQ: X(w) <x},
X=x]={weQ: X(w) =x},

etc...
Sil’on dispose d'une probabilité P sur (2, o), on note également

PX=x)=P(X=x],
PX=x)=P(X=x]),
etc...

Important

11 est toujours utile, voire demandé, de préciser I'image d'une variable aléatoire X : Q — R, c’est-a-dire 'ensemble
X(Q) ={X(w):we O}

Exemiplé/Exercice 1

On joue a pile ou face n fois d’affilée, (Q2, «#) est 'espace probabilisé fini o1 Q = {pile, face}" et of = P(Q).
Pour tout tirage w € Q, on définit
X(w) = nombre de fois ot on a obtenu pile.

La fonction X : Q — R est une variable aléatoire sur (Q, /).
Notons que X(Q) ('ensemble des valeurs prises par X) est plus précisément {0,1,2,...,n} cR.
n

Révisions chapitre 5 : montrer que si la piece est équilibrée, alors P(X = k) = zin pour tout k € {0, 1,..., n}.

Note : autrement dit, X suit la loi binomiale 23 (n, %) (voir Section 3.1.4).

Exemiplé/Exercice 2

On lance un dé équilibré une infinité de fois (I’espace probabilisable est ici infini), la fonction X qui associe a chaque ti-
rage le nombre maximum que I'on obtient sur tous les lancers est une variable aléatoire, d'image X (Q) = {1,2,3,4,5,6}
R.

Exercice : montrer que P(X =6) =1 et P(X =i) =0 pour tout i € {1,2,3,4,5}.

Exemiple/Exercice 3

On lance simultanément deux dés une seule fois (espace probabilisable fini), la fonction X qui associe chaque lancer
ala somme des dés est une variable aléatoire, d'image X (Q) =1{2,3,4,...,12} cR.
Exercice : calculer P(X = k) pour tout k € {2,3,4,...,12}.

On choisit un réel x "au hasard" (voir note ci-dessous) dans un segment [a, b], la fonction X qui donne ce réel aléatoire
x est une variable aléatoire d'image X (Q) = [a, b] (ici en fait Q = [a, b] et X est la fonction identité sur Q).

Note : choisir un réel au hasard entre a et b signifie ici que X suit la loi uniforme continue % ([a; b]) (voir Section
4.3.1).




On patiente a la caisse d'un supermarché, la fonction X qui donne le temps ¢ = 0 qu’on aura attendu avant de payer
est une variable aléatoire d'image X (Q) = [0, +ool.

Note: il est raisonnable de modéliser X par une loi exponentielle & (1) o1 % est le temps moyen qu’on attend avant
de payer (voir Section 4.3.2).

1.2 Fonction de répartition et loi d'une VAR
Definition Fonction de répartition d'une VAR

Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé (Q2, </, P), on nomme fonction de répartition de X (notée
Fx) la fonction

Fx:R—R
x— P(X < x).

PFOpriété

Pour toute variable aléatoire X, la fonction de répartion Fx de X est croissante et continue a droite en tout point (c’est-

a-dire lim+FX (x) = Fx(xp) pour tout xp € R), et
x~x0

lim Fx(x)=0
X——00

lim Fx(x)=1.
X—+00

Définition

Loi d'une VAR

Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé (Q2, </, P), on nomme loi de X la donnée de X(Q) et des
réels {P(X =x):xe€ X(Q)}.

PHOpriété

La fonction de répartition caractérise la loi d'une variable aléatoire, c’est-a-dire que 'on peut déduire X (Q) et P(X = x)
pour tout x € X(Q) seulement a partir de Fy.

Exemiplé/Exercice 4

On lance un dé équilibré, on note X la variable aléatoire donnant le numéro du dé.

La loi de X est donnée par X(Q) = {1,2,3,4,5,6} et P(X = i) = % pour tout i € [|1,6]] (autrement dit, X suit la loi
uniforme discrete % ([|1;6]]), voir Section 3.1.2),.

Tracer le graphe de Fy.

Propriété
e Pour tout x € R,
P(X>x)=1-Fx(x).

e Pour tous réels a < b,
Fx(b) — Fx(a) = P(X €]a, b)).

Démonstration

¢ Le complémentaire de I'évenement [X < x] est [X > x] donc P(X > x) =1-P(X < x) =1— Fx(x).
e Sia<balors[X<a]c[X<Dh]et

[X<bl=[X<alu[XE€]a,bl]

[X<aln[XE€la,bll=¢

par conséquent

P(X<b)=PX=<a)+P(X€la,bl) > P(X€la,bl) =P(X <b)—-P(X < a) =Fx(b) - Fx(a).




Variables aléatoires réelles discretes (VARD)

2.1 Définition et propriétés

-

Une variable aléatoire X sur un espace probabilisable est dite discrete si X (Q2) est indexé par un sous-ensemble fini ou
infini de Z, c’est-a-dire qu'il existe des entiers i; < i» < i3... tels que X(Q) = {x;,, X;,, Xi5,...}.

Ex€@mples

Les Exemples/Exercices de 1 a 4 décrivent des VARD (ou1 X (Q) est fini), mais pas les Exemples A et B.

Exemiple/exercice

On lance un dé équilibré une infinité de fois. Soit X le nombre de lancers nécessaires pour obtenir le premier 6 (défini
comme valant 0 si on n’obtient jamais 6), X est une VARD d’image X (Q) = N.

Exercice: montrer que P(X =n) = (g)n_l X é pour tout 7 =1 et que P(X =0) =0.

(Autrement dit, X suit la loi géométrique ¥ (), voir Section 3.2.1.)

EX@rcices

Exercices 1,2 et 3 du TD14.

PFOpriété

Si une VARD X est a valeurs dans Z (c’est-a-dire, si les éléments de X(Q) sont des entiers), la fonction de répartition
Fx de X caractérise la loi de X vial’équation

P(X =k)=Fx(k)-Fx(k-1)

pour tout k € Z.

Démonstration

Pour tout k € Z,

Fx(k)-Fx(k—-1)=PX<k)-P(X<k-1)=PXe€lk—-1,k])=P(Xelk-1,k)+P(X=k)=P(X =k)
[ S
0

puisque les valeurs prises par X sont entiéres.

EX@rcice

Reprenons I'exemple précédent du dé équilibré lancé une infinité de fois, et X la variable aléatoire affichant le nombre
de lancers nécessaires pour obtenir 6.
Calculer Fx (k) pour tout k € Z.

P riété
— SCE associé a une VARD

Soit X une VARD, notons X (Q2) = {x; : i € I} ou I est un sous-ensemble de Z, alors la famille d’événements

([X = xiDier

est un systeme complet d’évenements.

Démonstration

Il s’agit de montrer que ces événements sont incompatibles deux a deux et que leur union est Q tout entier.
e SiiZj,onalX=x]n[X=xjl=[x;=X=xj]=0.
* Ona UI[X =x;] =il existei € I tel que X = x;] = [X € X(Q)] = Q.

iel




En corollaire de la propriété précédente, on a

Y PX=x)=P@Q)=1.

iel

EX@rcices

Exercice 4 du TD14.

2.2 VARD obtenues par compositions

Propesition/définition
Soit X une VARD et g une fonction a valeurs réelles définie sur X (Q).

Alors : 1a fonction Y = g(X) définie par
Y(w) = g(X(w))

pour tout w € Q (autrement dit, Y estla composition go X), est aussi une variable aléatoire (réelle discrete).

ExX€mple

On lance un dé équilibré, on pose X = le nombre affiché par le dé. La loi de X est donc donnée par X(Q) = [|1,6]] et
P(X=1i)= % pour tout i € [|1,6]] (autrement dit X — % ([[1;6]]), voir Section 3.1.2).

On considere la VARD Y =2X — 1, c’est-a-dire Y = g(X) ou g(x) =2x — 1 pour tout x € R.

Laloide Y est donnée par Y (Q) ={1,3,5,7,9,11} et

P(Y=i)=P(2X—1=i)=P(2X=i+1)=P(X=%)=

1
6

pour tout i € {1,3,5,7,9,11}.

Considérons une VARD X dont la loi est donnée par X(Q) ={-2,-1,0,1,2} et P(X = i) = % pour tout i € {-2,-1,0,1,2}.
Etudions la loi de la VARD Y = X? (c’est-a-dire Y = g(X) ol g(x) = x* pour tout x € R).
Y a pourimage Y (Q) = g({-2,-1,0,1,2}) = {0,1,4} et

P(Y:O):P(XZZO):P(X:O):%’
P(Y:1):P(X2:1):P(X=—10uX:1):P(X=_1)+p(X=1):é+é:§’
P(Y:4):P(X222):P(X:_ZOUXZZ):P(X=—2)+P(X:2):%_{_%:g.

2.3 Moments d'une VARD
2.3.1 Espérance d'une VARD

Lespérance d'une VARD, si elle existe, est la "valeur moyenne" que peut prendre cette variable aléatoire.

Espérance d'une VARD lorsque X (Q) est fini

Soit X une variable aléatoire réelle discrete telle que X(Q) soit fini, notons X = {x1, x2,..., X}
On définit l'espérance de X, notée E(X), comme le réel

n
E(X)=)_ xpxP(X = xy).
k=1

Si X est une variable "aléatoire" constante (c’est-a-dire, s’il existe x € R tel que X (Q) = {x}, ainsi la loi de X est donnée
par P(X = x) = 1), alors X a pour espérance E(X) = x.




On lance un dé équilibré, X = numéro affiché par le dé (ainsi X — % ([[1;6]]), voir Section 3.1.2).
OnaX(@Q)=[|1;6]]etP(X=1i)= (—15 pour tout i € [|1,6]].
Lespérance de X est alors

142+3+445+6 BT 7

—— =—=3,5.
6 6 2

+=+

E(X) i S
= I X —=—
i1 6 6

(PRI}
o | w

5 6
+=-+-=
6 6

|

ExX€mple

On lance deux fois successivement une piéce truquée ayant trois chances sur quatre de tomber sur "pile".
On note X la variable aléatoire donnant le nombre de fois ou1I’on est tombé sur "pile" lors de ces deux lancers.
Laloi de X est donnée par X(Q) =1{0,1,2} et

1 1 1
PX=0)=-x-=—,
4 4 16
3 1 1 3 6
P(le):—x—+—x—:—,
4 4 4 4 16
3 3 9
P(XZZ):—X—:—'
4 4 16
Ainsi I'espérance de X est
1 6 9 24 3
EX)=0x —+1x —4+2x —=—=—=1,5.
16 16 16 16 2

Remarque : X suit en fait la loi binomiale & (n, p) oun=2etp= % (voir Section 3.1.4).

On a alors la formule E(X) = np =2 x % = %

Espérance d’'une VARD lorsque X (Q)) est infini

Soit X une variable aléatoire réelle discrete telle que X (Q) soit infini, notons X(Q) = {x; : n = ng}.

On dit que X admet une espérance si la série Y. x, x P(X = x,) converge absolument (donc simplement), et 'on
n=ngp

définit alors l'espérance de X, notée E(X), comme le réel

+00

E(X)= ) xpxP(X=uxp).

n=ngp

ExX€mple

On lance un dé équilibré jusqu’a ce qu’on obtienne 6, on note X la variable aléatoire affichant le nombre de lancers
nécessaires pour obtenir 6 (défini comme 0 si on n’obtient jamais 6), on a vu que X(Q) =N et

P(X=0)=0,

n—1
1
P(in):(g) xé pour tout n = 1.

L q q 2 9 2 . 2.9 n-1 S
Pour déterminer si X admet une espérance, il faut étudier 'absolue convergence de la série ). n x (%) x 1 C’est-a-

6
n=1
dire sa convergence tout court car c’est une série a termes positifs.
Or on sait que la série Zl ng"~! converge vers ﬁ pour tout g €] — 1,1[, donc X admet effectivement I’espérance
nz
1 to® 5 n-1 1 1
EX)=—-x n(—) == 2:6.
6 ;o1 \6 6 (l = %)

Remarque : X suit en fait la loi géométrique ¢4 (p) ot p = é (voir Section 3.2.1).
On a alors la formule E(X) = % =6.

EX€rcices

Exercice 5 du TD14.




Propriété s )
Linéarité de l'espérance
Si X et Y sont deux VARD admettant une espérance sur un méme espace probabilisé, alors les variables aléatoires
X +Y et AX (pour tout A € R) admettent également une espérance, donnée par

E(X+Y)=EX)+E(),
E(AX)=AE(X) pourtoutleR.

En particulier, si X admet une espérance alors pour tous réels a et b, la VARD aX + b admet I'’espérance

E(aX+b)=aE(X)+b.

ExX€mple

On lance n dés équilibrés.
Pour tout i € [|1; n|], on note X; le numéro du i®™¢ dé), on a déja calculé que E(X;) = %
Notons ensuite S la variable aléatoire affichant la somme des numéros des dés, autrement dit

n
S=X1+Xp++Xn=)_ X
i=1

Par linéarité de 'espérance, on a donc
n

n 6 7
E@®)=) EX)=) 5=~
i=1 i=1 2 2

Remarque : on verra plus tard (voir Section 4.3.3) que plus 7 est un entier élevé, plus la loi de S ressemble a la loi

normale A (2,31,

Propriété
Positivité
Si X est une VARD a valeurs positives (c’est-a-dire X (Q2) < [0, +ool), alors son espérance, si elle existe, est aussi positive.

EX@rcices

Exercice 6 du TD14.

- Variables centrées
Soit X une VARD admettant une espérance. La variable centrée de X est la variable aléatoire Y = X — E(X)

Théoreme de transfert
Si X est une VARD admettant une espérance et g une fonction a valeurs réelles définies sur X (Q2), notons Y = g(X).
e Si X(Q) est un ensemble fini, disons X (Q) = {x;; x2;...; X,}, alors Y admet 'espérance

n

E(Y)= Y gx)P(X = x,).
i=1

* Si X(Q) est infini, disons X(Q) = {x; : i = 1} = {x}; x2;...}, alors Y admet une espérance si et seulement si la série
Y. g(x;)P(X = x;) converge absolument, et dans ce cas
i=1

+00
E(Y)=)_ gx)P(X = x;).
i=1

EX€rcice
s . P 5\2-1 1
On considere une VARD X de loi donnée par X(Q) ={neN:n=1}={1;2;...} et P(X =n) = (g) x 5 pour tout n>1.
1
Onpose Y = >

Montrer que Y admet une espérance et calculer E(Y).




2.3.2 Moments, variance et écart-type d'une VARD

Moments d’ordre r d'une VARD

Pour tout entier r = 1, on dit qu'une VARD X admet un moment d’ordre r si la variable X" admet une espérance, et
I'on définit alors le moment d’ordre de r de X comme le réel

my(X) = E(X").

ReéMarque

Les notions d’espérance et de moment d’ordre 1 sont confondues.

EX@rcice

Soit X = numéro d’'un dé équilibré lancé au hasard.
Calculer le moment d’ordre 2 de X.

EX@rcice

Méme exercice pour X = nombre de lancers nécessaires pour obtenir un 6 avec un dé équilibré.

Defition Variance et écart-type d’'une VARD

Soit X une VARD. On dit que X admet une variance si la variable centrée X — E(X) admet un moment d’ordre 2, c’est-
a-dire si le réel
E((X-EX)?)
existe, auquel cas on nomme variance de X ceréel V(X) = E ((X - E(X))Z).
On définit alors 'écart-type de X comme le réel

g(X)=vVV(X).

que

ﬁ

La variance et I'écart-type d’une variable aléatoire X sont des quantités positives qui traduisent la "dispersion" de X,
c’est-a-dire sa susceptibilité a prendre des valeurs éloignées de son espérance (sa valeur moyenne), qui est d’autant
plus élevée que sa variance est élevée.

Une variable aléatoire ayant une variance nulle ne prend ainsi qu'une seule valeur (son espérance, et n’a rien
donc finalement rien d’aléatoire littéralement parlant), et réciproquement une variable aléatoire constante a bien stir
une variance nulle.

Efi®p¥ratique

Pour calculer la variance d'une variable aléatoire, on utilisera toujours le résultat suivant.

PHBricts
i Formule de Keenig-Huygens

Si une variable aléatoire X admet un moment d’ordre 2, alors elle admet une variance qui vaut

V(X) = E(X%) - (E(X))?.

EX@rcice

Soit X = numéro d'un dé équilibré lancé au hasard.
Calculer la variance et I'écart-type de X.




EX@rcice

Méme exercice pour X = nombre de lancers nécessaires pour obtenir un 6 avec un dé équilibré.

Propriété
Soit X une VARD admettant une variance. Alors, pour tous réels a et b, la variable aléatoire aX + b admet la variance
V(aX+b) = a’V(X),

et donc I'écart-type
o(aX+b) =|alo(X).

]

Exercices 9 et 10 du TD14.

Définition

Variable aléatoire réduite
Une variable aléatoire X dotée d’'une variance est dite réduitesi o(X) = 1.

Défifiifin/Proposition

Soit X une variable aléatoire dotée d'une espérance E(X) = m et d'un écart-type o(X) = 0.

Alors : la variable aléatoire X* =

, nommée la variable centrée réduite de X, est une variable aléatoire centrée
réduite.

Lois usuelles

3.1 Lois discretes finies
3.1.1 Loicertaine

On dit qu’'une variable aléatoire X suit la loi certaine si X prend une seule valeur avec un probabilité 1, autrement dit
si X est une fonction constante.

RéMarque

Ainsi une variable aléatoire X suit la loi certaine si et seulement si elle admet la variance V (X) = 0.

3.1.2 Loi uniforme

Soient a et b deux entiers vérifiant a < b.
On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur [[a; b]], ce que 'on note X — % ([[a; b]]), si

X@Q) =[abll={a,a+1;...;b—1;b},

1
P(X=k)= PR pour tout k € [[a; b]].

Cas"particulier

X — % ([[1; n]]) si X prend pour valeurs les entiers de 1 a n, chacun avec une probabilité %




On lance un dé équilibré, X = numéro du dé.
Alors : X — 2 ([[1;6])).

ExX€mple

Une urne contient z boules numérotées de 1 a . On tire une boule.
X = numéro de la boule tirée.
Alors : X — % ([[1; n])).

PPOpriété

Si X — % ([[1; n])), alors

EX) = n+1
==
V) = n? -1
P
CoYollaire
Plus généralement, si X — % ([[a; b]]), alors
ECX) = a+b
==
(b-a+1)2-1
ViX)=——.
12

Démonstration

PosonsY=X-a+letn=b—-a+1.
OnaY(Q)={a—-a+lL;a+1-a+1;...;b—a+1}={1;2;...;b—a+1} = [[1; n]] et, pour tout k € [[1; n]],

1 1
P(Y=k)=PX-a+1=k)=PX=k+a-1)=—=—,
b—a+1 n
autrement dit Y — % ([[1; n]]) donc E(Y) = nTH et V(Y) = n22—1.
Ainsi, par linéarité de 'espérance,
n+1l b-—a+2 a+b
=—+a-1= .

E(X)=E(Y+a-1)=E(Y)+E(a-1) = T+a—1

Ensuite, on sait que V(aZ + ) = a>V(Z) pour toute variable aléatoire Z (admettant une espérance), donc

-1 (b—a+1)?-1

— 1) = 12 _ _ 2
VX)=V(AxY+(a-1)=1°V(Y)=V(Y) = =

Seilab

On peut simuler une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [[a; b]] via la commande

grand(1,1,"uin",a,b)

-

Exercice 11 du TD14.

3.1.3 Loide Bernoulli

Soit X une VARD et p €]0,1[. On dit que X suit la loi de Bernoulli de parametre p, ce que 'on note X — %(p), si la loi
de X est donnée par X(Q) ={0;1} et P(X =1) = p (etdonc P(X =0) =1 - p).

10



Archétype™épreuve de Bernoulli

On appelle épreuve de Bernoulli de probabilité de succes p €]0; 1[ toute expérience aléatoire ayant deux résultats pos-
sibles : le succes, obtenu avec la probabilité p, et 'échec, obtenu avec une probabilité 1 — p (par exemple, jouer a pile
ou face, obtenir ou non le numéro 6 en langant un dé, etc).

Soit X la variable aléatoire valant 1 si cette expérience réussit et 0 sinon, par définition X — ZB(p).

ExX€mple

On joue a pile ou face une fois avec une piece ayant une probabilité p €]0,1[ de tomber sur pile, X est la variable
aléatoire valant 1 si on obtient pile, 0 si on obtient face.
Alors : X — AB(p).

ExX€mple

On lance un dé équilibré, X est la variable aléatoire valant 1 si on obtient 6, 0 si on obtient un autre numéro.
Alors : X — 2B(3).

ExX€mple

Une urne contient a boules bleues et b boules rouges, X est la variable aléatoire valant 1 si on tire une boule bleue, 0 si
on tire une boule rouge.
Alors: X — 8(-%).

a+b

Propriété
Si X — %B(p), alors

EX)=p,
V(X)=p-p*=pad-p.

Seilab

On peut implanter une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de parametre p €]0,1[ de la facon suivante :

function X = Bernoulli (p)

a = rand ()
X = 1%(a < p)
endfunction

3.1.4 Loibinomiale
On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi binomiale de taille 7 = 0 et de parametre p €]0, 1[, ce que 'on note
X — %AB(n,p),

silaloide X est donnée par

X(Q) = [[0; n]],
PX=k) = (’]Z) pk(l — p)”_k pour tout k € [[0; n]].

Cette définition est cohérente avec la propriété Y P(X = x) = 1 vérifiée par toute VARD X : en effet, par I'identité

xeX(Q)
du bindme de Newton,
n n n _
Y Px=kb=) | |pra-p"F=p+a-p)t=1"=1.
k=0 k=0 k

11



Si n =0, X suit une loi certaine.
Sin =1, X suitlaloi de Bernoulli de parametre p, autrement dit 2(1, p) = B(p).

Propriété/arcHeypen succession d’épreuves de Bernoulli

On répete n fois une épreuve de Bernoulli de probabilité de succes p €]0; 1[ (par exemple, on joue a pile ou face r fois
avec une piéce ayant une probabilité p de tomber sur pile).

Soit X le nombre de succes de cette expérience (dans I'exemple, X = nombre de piles obtenus).

Alors: X — %B(n, p).

Démonstration

On illustre cette preuve avec I’exemple donné dans la propriété.
Il est clair que X (Q) = [[0; n]] (aprés n lancers, on obtient entre 0 et 7 piles).
Calculons P(X = k) pour tout k € [[0; n]]. Soit P; = "on obtient pile au i®*™¢lancer". On a

x=n= U (ﬂpmﬂE :

Sc([L;n]], \ieS igS
[SI=k

Les événements regroupés par le signe union étant clairement incompatibles deux a deux, on obtient

PX=k= Y P = Yy pra-pm*

NPin(P;

Sc((1;n]], i€S igS Sc((1;n]l,
ISI=k ~Y——— |Sl=k
pk(l,p)n—k

:pk(l_p)n ko Z 1
ScllLn]l,
[SI=k
[ ——

(x)

P kg -k
—(k)P(l p)n.

Rappelons en effet que (']Z) est le nombre de sous-ensembles S de [[1; n]] possédant exactement k éléments.

Autr@Sexemples

e X = nombre de 6 obtenus en lancant simultanément n dés équilibrés (ce qui revient a faire n lancers indépen-
dants d'un méme dé).
Alors : X — 9B (n, }).

e Une urne contient a boules bleues et b boules rouges. On tire n boules avec remise. X = nombre de boules rouges
tirées.
Alors : X — 2 (n, 2%7).

Si X — %B(n, p), alors X est une somme de variables aléatoires suivant la loi de Bernoulli : si par exemple X = nombre
de piles obtenus en jouant a pile ou face n fois avec une piéce ayant une probabilité p de tomber sur pile, notons N; =
1 si on obtient pile au i®™ lancer, 0 sinon (ainsi N; — %(p)) pour tout i € [[1; n]].

Alors: X =Nj+ Ny + -+ + Np,.

PrOpriété
Si X — %(n, p), alors

E(X)=np,
V(X)=npd-p).

12



Démonstration

Il y a deux facons de démontrer ces résultats. Pour simplifier, on suppose que X = nombre de piles obtenus en jouant
a pile ou face n fois avec une piece ayant une probabilité p de tomber sur pile.

La premiere fagon est de considérer X comme la somme N; + N, +--- + N, oul, pour tout i € [[1;n]], N; = 1 si on
obtient pile au i®™¢ lancer, 0 sinon. On sait que N; suit la loi de Bernoulli de parameétre p pour tout i, ainsi, par linéarité
de I'espérance,

E(X)=E(N1+No+---+N,)=E(N))+E(N2)+---+EWNy,)=p+p+---+p=np.

En deuxiéme année, on voit de plus que la variance est linéaire pour les variables aléatoires indépendantes (notion
définie a ce moment-la), ce que sont les variables Ny, Ny, ..., N, ainsi

VX)=V(ND+V(N2) +--+V(Ny) =p(l-p)+ p(l-p)+:--+p(l-p)=np(l-p).

Démotistration (suite)

Lautre facon est purement calculatoire. Revenons a la définition de 'espérance. On a

E(X) = ka(x k) =0P(X = 0)+Zk pFa - p)”k—npz -1 p¥la - prD-k-D
k=0 =1 \k k-1

n—1 n-—1 L
:npz pl(l_p)n 1-1
=\ !
=np(p+1-p)" ! parlidentité du bindme de Newton,
=np.
Ensuite,

k=0

n-1 -1 =l " i
:an(l+1)(nl )pl(l_p)nll:np Zl(nl )p a-p™ 1-1 Z(ﬂl )pl(l—p)"ll
1=0

=0

(n—l)pd'apré;;e qui précede (p+(1:rp))”‘1
=np((n-Dp+1)=npnp-p+1)= (np)2 +npl-p),

dong, par la formule de Keenig-Huygens,

V(X) = E(X%) - (E(X))* = (np)* + np(1 - p) — (np)* = np(1 - p).

| Silab

On peut simuler une variable aléatoire X — 28(n, p) comme suit :

grand(1,1,"bin" ,n,p)

Exercices 12,13,14 du TD14.
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3.2 Lois discretes infinies

3.2.1 Loigéométrique

On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi géométrique de parametre p €]0;1[, ce que 'on note X — ¥ (p), si sa loi
est donnée par

X(Q) =N\0=1{1;2;...},
PX=nm=0-p)" 'p pourtoutn=1.

Ar€hétype
C’est la loi de toute variable aléatoire de la forme X = premier succes d'une épreuve de Bernoulli répétée soit a I'infini,

soit tant que I'épreuve échoue.

ExX€mple

X = nombre de lancers nécessaires pour obtenir pile en lan¢ant une piece ayant une probabilité p €]0; 1[ de tomber

sur pile.
Alors: X — %4 (p).

Xemple

X = nombre de lancers nécessaires pour obtenir 6 en lancant un dé équilibré.

i

Alors:X‘—><£(é).

Py8priété
Si X — ¥(p), alors X admet 'espérance et la variance suivantes :
1
EX)=—,
p
1-—
VX) = —2L.

Seflab

On peut simuler une variable aléatoire X — ¥ (p) via la commande

grand (1,1, "geom" ,p)

Si X — %(p), alors P(X > k) est la probabilité que les k premieres épreuves de Bernoulli de parameétre p se soldent par
un échec, c’est-a-dire

PX>k=01-pk
Ainsi, pour tous entiers k=1letl=>1,

P(X>kNn(X=k+1) PX=k+]
PocopX =k+1) = P(X> k) T TPX> k)

a- p)k+l—1p il
= =(1-
Q- pF I-p)'p
=PX=1.

Cette propriété (I'égalité P x-) (X = k+[) = P(X = I)) est appelée absence de mémoire de la variable aléatoire X : si k
épreuves de Bernoulli successives échouent (c’est’événement (X > k)), la probabilité que le premier succes survienne

au bout de / autres épreuves est la méme que si les k premieres épreuves n’avaient pas eu lieu.

.

Exercice 15 du TD14.
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3.2.2 Loide Poisson

Deffition
On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi de Poisson de parametre A > 0 si sa loi est donnée par

X(Q)=N=1{0;1;2;...},
k

A
PX=k= ﬁe_ﬂ pour tout k = 0.

Cette définition est cohérente avec I'égalité Y P(X = x) = 1 vérifiée par toute VARD : en effet, on sait que la série
xeX(Q)

. k ..
exponentielle Y. 77 converge vers e* pour tout x € R, ainsi
k=0

+00 +00 Ak +00 Ak

ZP(X:k):Z—e_A:e_Ax Z e txet=1.
k! k!

k=0 k=0 k=0

PPOpriété

Soit A un réel strictement positif.

Pour tout entier 7 = 1, on considére une variable aléatoire X;, — %(n, %).

Alors : la suite de variables aléatoires (X},) =1 converge "en loi" (plus de détails en deuxiéme année) vers une variable
aléatoire X — 22(A), c’est-a-dire : pour tout entier k =0, on a

YL Mmkoak
Jﬂ&hﬂﬁ)h‘ﬁ) NS
R . \ﬁf_d

P(X=k)

P(Xn=k)

ExX€mple

Un pécheur péche en moyenne A > 0 poisson(s) en une heure. On cherche a modéliser I'expérience consistant a pé-
cher pendant une heure, pour déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire donnant le nombre de poissons
péchés.

Pour tout n = 1, on peut subdiviser I'heure en 7 intervalles de temps égaux, et considérer que le pécheur peut pécher un
poisson sur chaque intervalle de temps avec une probabilité constante p,,. Ainsi, si X;,, = nombre de poissons péchés et
une heure, alors X, — %(n, p,) (d’espérance np;), et puisque le pécheur péche en moyenne A poisson(s) (autrement
dit on veut avoir E(X,) = 1), alors p,, = % (et cette modélisation n’a de sens que si n > ).

Le modele ci-dessus supposant que le pécheur ne peut pécher qu'un seul poisson sur chacun de ces intervalles de
temps (et au total un maximum de n poissons), il est naturel de considérer la limite de ce modéle quand n tend vers
I'infini, ot cette limite disparait. Par la propriété précédente, la variable aléatoire X = nombre de poissons péchés en
une heure suit alors la loi de Poisson de parametre 1.

PrBpriété
Si X — 22(A), alors X admet I’espérance et la variance suivante :

EX)=A,
V(X)=A.

| S¥ilab

On peut simuler une variable aléatoire X — 22(1) viala commande

grand (1,1, "poi" ,lambda)

[ BRERices |

Exercice 16 du TD14.
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Bl Variables a densité

4.1 Définition et propriétés

Deéfinition
On dit qu’une variable aléatoire réelle X est a densité si sa fonction de répartition Fx vérifie les conditions suivantes :

e Fx est continue sur R;

 Fx estde classe C! sur R, ou bien sur R privé d'un nombre fini de points.

ExX€mple

On pioche un réel X au hasard dans le segment [0;1], de maniéere uniforme (voir loi uniforme plus loin pour une
définition générale), c’est-a-dire que P(a< X <b) =b—apourtousréelsO<a<b<1.
On a ainsi
0 six<O,
Fx(x)=<x sixe][0;1],
1 six>1.

0.8 H

0.6 o

0.4 H

0.2+

Fx est ainsi continue sur R et de classe C! sur R\{0;1} donc X est une variable a densité.

Soit X est une variable a densité. On considere la dérivée F de Fx sur 'ensemble des points ot elle est dérivable
(c’est-a-dire tout R sauf éventuellement un nombre fini de points).
On nomme densité de X toute fonction fx définie sur R vérifiant :

* fx est avaleurs positives;

* fx = F} sauf éventuellement en un nombre fini de points.

ExX€mple

Reprenons I'exemple précédent.
Soit fx la fonction définie sur R par
0 six<O,
fx(® =41 sixel0;1],
0 six>1.

Ainsi fx est a valeurs positives et Fy = fx sur R\{0;1} donc fx est une densité de X.

Si fx est une densité de X, puisque fx = Fy (sauf éventuellement en un nombre fini de points), et comme Fy est de
classe C! sur R (sauf éventuellement en un nombre fini de points), alors f est continue sur R sauf éventuellement en
un nombre fini de points, en particulier f est continue par morceaux et I'intégrale [ : f(t)dt est définie pour tous réels
aetbh.

Si fx est une densité de X, alors
X
f fx(®)dr = Fx(x)

pour tout x € R.

16



Ainsi, si fx est une densité de X, alors

+00
f_oo fX(t)dt:xLlTooFX(x) =1.

CoYollaire

Si X est une variable a densité de densité fx, alors fx détermine totalement la loi de X.

Propriété
Si f est une fonction définie sur R vérifiant les propriétés suivantes :
e f estavaleurs positives;
e f est continue sur R (sauf éventuellement en un nombre fini de points);
+00 1.
o L3 fnde=1;

alors il existe une variable aléatoire X dont f est une densité.

EX€rcice

Soit f la fonction définie sur R par

£ = {0l six<l,

= six=1.
X

Montrer que f est une densité d'une variable aléatoire X.

Transformation affine d’'une variable a densité

Soit X une variable aléatoire de densité fx.
Alors : pour tous réels a et b, la variable aléatoire Y = aX + b est également a densité.

EX€rcice

Soit X une variable aléatoire ayant pour densité la fonction f définie dans I'exercice précédent.
Déterminer une densité de la variable aléatoire Y = —-2X + 3.

4.2 Espérance d’'une variable a densité

On dit qu'une variable a densité X, de densité fx, admet une espérance si l'intégrale ffoos tfx(t)dt converge absolu-
ment, auquel cas I'espérance de X est définie comme

+00
E(X) =f tfx(dt.

o0

EX€rcice

Montrer que si X est une variable a densité, de densité la fonction f des exercices précédents, alors X n'admet
pas d’espérance.

Soit g la fonction définie sur R par
) 0 six<l,
X) =
3 % six=1.

a. Montrer que g est la densité d'une variable aléatoire Y (qu'on ne cherchera pas a déterminer).

b. Montrer que Y admet une espérance et la calculer.

17



Dé&fifition/propriété
Comme pour les variables aléatoires discretes, on dit qu'une variable a densité X est centrée si elle admet I’espérance
E(X)=0,

et si Y est une variable a densité admettant une espérance quelconque E(Y), alors la variable aléatoire Y — E(Y) est
une variable a densité centrée.

Soit Y une variable de densité g comme dans 'exercice précédent, montrer que la variable a densité Z = Y —2 est
centrée.

4.3 Lois a densité usuelles
4.3.1 Loiuniforme

On dit qu'une variable a densité X suit la loi uniforme sur le segment [a, b] si X(Q) = [a; b] et si une densité de X est
donnée par la fonction fx définie sur R par

0 six<a,
1
fxx) = sia<sx<b,
b—a
0 six>b,

autrement dit si la fonction de répartition de X est la fonction Fx donnée par

0 six<a,
x—a .
Fx(x) = sia<x<b,
b—a
1 six>b.
On note alors
X — % ([a;b]).

Ar®hétype

C’estla loi de la variable X = réel pioché aléatoirement et uniformément dans le segment [a; b].

Si X — % ([a; b)), alors

P(X<a)=Fx(a) =0,
d—-c
b_

P(Xelc;d]) = Fx(d) - Fx(c) =
P(X>b)=1-Fx(b)=0.

pourtousréelsa<c<d=<b,

Q
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CasWparticulier

X — % ([0;1]) : exemple précédemment traité, Fx a pour graphe

0.8 o

0.6 H

0.4

0.2

et
P(X<0)=0,
P(Xe[cdl)=d—c pourtousréelsO<c<d=<1,
P(X>1)=0.

Soit Y — % ([a; b)).
Pour tous réels Aet B> 0,
A+BY — % ([A+Ba; A+ Bb]).

a
En particulier, si X est une variable aléatoireet Y =a+ (b—a)X (@ X= b—), alors

X—=%(0;1)) © Y — % ([a; b]).

Propriété
Si X — % ([a; b)), alors comme les variables aléatoires uniformes discréetes, X admet I'espérance

B = 432
)

| S¥ilab

La commande
rand ()

simule une variable aléatoire X — % ([0;1]).

Ensuite, soit Y — % ([a; b]). Puisque la variable aléatoire X = a vérifie X — % ([0;1])) et Y = a+ (b— a) X, alors une

facon de simuler Y estla commande

a+(b—a)=rand ()

19



4.3.2 Loi exponentielle
Soit A > 0. On dit qu'une variable a densité X suit la loi exponentielle de parameétre A, ce que 'on note
X = &),

si X(Q) = [0; +o0[ et si X a pour densité la fonction fx définie sur R par

0 six <0,
Ae M six=0,

fx(x) ={

autrement dit si la fonction de répartition Fx de X est donnée par

six <0,

-Ax

l1-e six =0,

0
Fx(x) = {

Si X —&(A),alors P(X>x)=1-Fx(x) = M pour tout x = 0, ainsi

P(X>x)Nn(X>x+y) P(X>x+y)

Pixon (X - -
(x>0 (X> X+ ) PX>x) PX > x)
ex+y
= =S ey
ex
= P(X>y)

pour tous réels positifs x et y. Cette propriété (I'égalité P x>y (X > x+ y) = P(X > y)) est appelée absence de mémoire
de la variable aléatoire X.
La proposition suivante donne la réciproque de cette propriété.

PPOpriété

Si une variable a densité X vérifiant X (Q) = [0; +oo[ est sans mémaoire (c’est-a-dire P(x>) (X > x+ y) = P(X > y), autre-
ment dit si P(X > x+ y) = P(X > x) P(X > y)), alors il existe A > 0 tel que

X — &(A).

20



Démonstration

Notons G =1 — Fx, donnée par G(x) = 1 — Fx(x) = P(X > x) pour tout x € R.

Introduisons une densité fx de X. Par définition d’'une variable a densité, on sait que fx est continue sur R éventuelle-
ment privé d'un nombre fini de points, et méme en ces points fx admet une limite a gauche et a droite par continuité
de fx ailleurs qu’en ces points (sur un voisinage ouvert assez petit).

Autrement dit, G définie par G(x) = |, x+°° fx(£)dt est continue sur R, et de classe C! sur R éventuellement privé d'un
nombre fini de points (mais méme en ces points les dérivées a gauche et a droite existent, car ce sont les limites a
gauche et a droite de — fx, en particulier G'(0%) = hlir¥)1+ % existe).

Puisque X (Q) = [0; +oo[, ona G(x) =1 - P(X < x) = 1 pour tout x < 0 (et donc G(0) = 1 également par continuité de G).
On sait aussi que G(x) = P(X > x) est positif pour tout x € R et décroit de G(0) = 1 vers 0 quand x tend vers +oo, par
propriété d'une fonction de répartition.

Soit x = 0 tel que G soit dérivable en x. On a

G0 = lim SR -GW _ GWEW -6 _ .0 o, G-
h—0+ h h—0+ h h—0+ h
. G(h)-G(0)
O IR T

=G(x) x G'(0™).

Posons A = —G'(0"). Puisque G est décroissante sur R, on a donc A = 0. Pour tout x = 0 tel que G(x) # 0 (autrement dit
G(t) > 0 pour tout ¢ € [0; x], puisque G décroitde G(0) =1 a xliIP G(x) =0), on adonc
—+00

X /
A %dt = [In(G(1)]§ = In(G(x)) —In(G(0)) = In(G(x) —In(1) = In(G(x))

X
=f (-A)dt = [-At]§ = —Ax,
0

ainsi

G(x) = eln(G(x)) — e—/Lx'
Puisque G est continue, elle ne peut donc s’annuler sur [0; +oo[ ('exponentielle est toujours strictement positive),
et 'on a toujours G(x) = e~** en tout point x ol1 G n'est pas dérivable (ce qui implique finalement que ces points
n’existent pas puisque la fonction e~** est dérivable sur R tout entier).
Finalement, comme xl_lgl e M= xlirllmG(x) =0, on aforcément A > 0 (sinon A = 0 et la fonction G est constante valant
1 sur tout R, ce qui est absurde).
En conclusion, G est donc définie par

-Ax

1 six <0,
G(X)={ .
e six =0,

donc la fonction de répartition Fy = 1 — G est définie par

six <0,

—e six=0,

0
Fx(x) = Y

autrement dit X — &(A).

Si X — &(A), alors X admet I'espérance

E(X)—l
=

ExX€mple

Soit X le temps séparant notre dernier appel téléphone recu du prochain (ainsi X (Q) = [0; +ool).
On suppose que :

e X admette une espérance de 12 heures (en moyenne, il faut attendre 12 heures avant de recevoir un autre appel),
e X est une variable aléatoire sans mémoire (les chances de recevoir un appel ne changent pas avec le temps).

Alors X — &(A) 0U A = gl = 15

Calculer la probabilité de recevoir un appel d’ici une heure.
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PFOpriété

Alors :
Y—>E&WN) o X—2%(0;1]).

Soit Y une variable aléatoire et A > 0. On consideére la variable aléatoire X = 1 — e~ Y (@ Y =

Lien entre lois uniforme et exponentielle

_Ind-X)
1 :

Seflab

X — 9 ([0;1]) est simulé par la commande rand(), alors on peut simuler Y via
Y = -log(1-rand())/lambda
Sinon, on peut utiliser grand via

Y = grand(1,1, 'exp’,1/lambda)

Pour simuler une variable aléatoire Y — &(A), on peut utiliser la propriété précédente : puisque Y = —

N

In(1-X)
A

4.3.3 Loinormale

PFOpriété

+00 2
f e zdr=v2m.

Définition
On dit qu'une variable aléatoire suit la loi normale centrée réduite, ce que 'on note

X — A(0,1),

sila fonction de répartition Fx de X est donnée par

1 % 12
Fx(x) = s f e"zdt,
VATl J—oco

autrement dit si X estla variable de densité fx donnée par

[N

X

2

1
fX(x)—Ee )

dont le graphe est tracé ci-dessous.

Loi normale centrée renduite
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Propriété
Si X — A4(0,1), alors X admet I’espérance et la variance suivantes :

E(X) =0,
V(X)=1,

H(0,1).

autrement dit X est une variable centrée (son espérance est nulle) et réduite (sa variance vaut 1), d’ot le nom de la loi

SoientpeReto > 0.
On dit qu'une variable aléatoire suit la loi normale d’espérance m et de variance o, ce que I'on note

X — N (m,0?),

sila fonction de répartition Fx de X est donnée par

1 x P
Fx(x) = f e 202 dt,
oV2m J-o

autrement dit si X estla variable de densité fx donnée par

_ (x—;z)2
e 20

fx(x) =

oV2n

dont on donne un exemple de graphe ci-dessous (avec p=2eto =3) :

0 9 & -7 & 5 -4 3 -2 -1 o 1 2 3 4 s & 7 8 5 1 1 1 13 1

_E Sfinition Loi normale (définition générale)

PHOpriété

Soit X une variable aléatoire admettant I'espérance E(X) = p et la variance V (X) = o2

Notons X* = K la variable centrée réduite de X.

Alors :

X — N (0% & X* — .H0,1).

Démonstration

Pour tout x e R, posons y = xg—”, ainsix=0y+u.Ona

X-p

FX(x)=P(sz):P(Xsay+p)=P( sy)zP(X*sy)zFX*(y)

donc X* — A4(0,1) si et seulement si

1 y t2d 1 o t2d 1 X _(u—;;)zd
Fx(x) = Fx+( ):—f e 2 t:—f e 2dt= f e 2o u
o V21 J-co V21 J-co oV2m J-o

(en faisant le changement de variable u = o't + y, ainsi ¢ = %),

c'est-a-dire si et seulement si X — A (i, 02).
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CoYollaire
Si X — Ay, 02), alors X admet I’espérance et la variance suivantes :

EX) =g,
V(X) = o? (donc o (X) = 0).

Ar®hétype

Soit X n'importe quelle variable aléatoire (discréte ou non) d’espérance E(X) = p et variance V(X) = o2 D’apres le
théoréme central limite (voir deuxiéme année), .4 (u, o) est la loi approximativement suivie par :
* la somme des valeurs prises par la variable aléatoire X en répétant son expérience un tres grand nombre de fois
de maniere indépendante;
¢ la moyenne arithmétique des valeurs prises par X toujours en répétant son expérience un tres grand nombre de
fois de maniere indépendante.

ExX€mple

On lance n dés équilibrés. Soit X; le numéro du i®™¢ dé pour tout i € [[1; n]], ainsi X; — % ([[1;6]]) pour tout i (donc
EX;) = % et V(X;) = %). Notons S, = X; + X» + --- + X;;, autrement dit S, est la somme des numéros des dés.

On sait que
n
E(Sp) =EX1))+EX2) +---+E(Xp) = Pk

Admettons que
1% 1% 35n
(Sp)=V(Xy)+ V(X2)+...+V(Xn):E_

Alors : plus 7 est grand, plus la loi de S ressemble a la loi normale A (77”, 315—2"), c’est-a-dire

1 T =
P(Snsx):—/ e 2B dt

pour tout x € R.

ExX€mple

Soit X la variable aléatoire donnant la note sur 20 d'un éleve a un devoir quelconque. Lors des 5 derniers devoirs, X a

pris les valeurs 7,9,12,6 et 9.
La moyenne empirique (arithmétique) de ces valeurs est M = % = 8.6, et leur variance empirique est donc

(7-8.6)2+(9-8.6)2+ (12— 8.6)% + (9—8.6)%
5

=4.24.

La loi des grands nombres (voir deuxiéme année) dit que E(X) =8.6 et V(X) = 4.24.
Léleve passe n devoirs. Soit X; sa note au i*™ devoir pour tout i € [[1; n]] (X; suit donc la méme loi que X).
Notons enfin X, la moyenne arithmétique de I'éleve a ces n devoirs, c’est-a-dire

— Xi+Xo+-+X
an 1 2 n'

n
Onadone E(X;) + E(X?) E(X,;) 8.6+8.6 8.6
—_ + 4+t .6+8.6+---+8.
E(Xn) - 2 L - 8.6.
n n
Admettons de plus (voir deuxieme année) que
—_ VXD +V(X) ++V(X,)  4.24+424+-+424 424
V( ) - n? - n? T n

4.24

Alors : plus 7 est grand, plus la loi de X, ressemble a la loi normale .4 (8.6, 22), cest-a-dire

x (=862

1 / o 424
_— e n
[4.24 —co
==V 2

P(X, < x) = dr

pour tout x € R.
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On peut retenir que si X — A (y, 02), alors

Plu—o=X=<spu+o)=0.68,
P(u-20=<X=pu+20)=0.95,
P(u—-3c=X=<pu+30)=0.99,

autrement dit la loi normale se concentre essentiellement autour de son espérance.
Par exemple, pour reprendre I'étude de S;,, = somme des numéros de n dés équilibrés traitée plus haut, prenons n = 12,

ainsi Sy, peut valoir de 12 a 72, pour une valeur moyenne E(S;2) = % =42 et une variance V(Syy) = % =35 (donc

0(S12) = V35=5.9).
On sait que S;» suit approximativement la loi normale .4 (42, 35), ainsi la probabilité que la somme de nos 12 dés soit
comprise entre 42 —21/35 = 30.16 et 42 + 2/35 = 53.83 (ce qui revient a dire que cette somme est comprise entre 31 et
53) est

P(31 = S12 =53) =95%.

EX€mple I
P Légitimité des sondages

Une population contient N = 30 millions de votants pour un référendum a venir. Notons D le nombre de personnes

qui voteront "oui", puis p = % € [0;1].

On aimerait estimer la valeur de p avant le vote au moyen d’'un sondage aupres d'un échantillon de 1000 personnes

V1, Vs,..., Vipoo de cette population.

. 1 siV; déclare qu’elle votera "oui",
Pour tout i € [|1;1000]], notons X; = . J , . i
0 siV; déclare qu’elle votera "non".

Sil’échantillon de votants est représentatif de I'ensemble de la population, il est raisonnable de supposer que

X; — %B(p) pour tout i € [|1;1000]], ainsi E(X;) = pet V(X;) = p(1 - p).
1000

Notons maintenant S = ), X; = nombre de personnes déclarant qu’elles voteront "oui" au référendum parmi les 1000
i=1

personnes sondées, ainsi S — 28(1000, p) et donc

E(S)=1000p, V(S)=1000p(1— p).

Notons finalement M = % = pourcentage de personnes déclarant qu’elles voteront "oui" au référendum parmi les
1000 personnes sondées, ainsi

( M ) E(M) 1000p

E(M)=E = = =,

1000 1000 1000

VM) = V( M ) _ V(M) 1000p(1—-p) pd-p)
1000/ 10002 10002 1000 °

Or, d’apres ce qui précede, on sait que M suit approximativement la loi normale A (p, %), donc d’apres la re-

marque précédente,
1- 1-
p-2 BL—125A45p+2 pu=p) ~95%,
1000 1000

c’est-a-dire que le pourcentage M que I'on obtient a I'issue du sondage est, avec une probabilité de 95%, une valeur

approchée du pourcentage réel p que I'on obtiendra le jour du référendum, a 2 % pres.

p

Puisque p(1-p) < i pour tout p € [0;1] (on peut le montrer facilement par exemple en étudiant les variations de la
fonction f(x) = x(1 — x) sur [0;1]), alors

1— 1
2, [PA=P) s ~0.0316 = 3.16%,
1000 4000

donc il y a une probabilité supérieure a 95% que le pourcentage M obtenu aupres des 1000 votants soit une valeur
approchée du résultat réel p a 3.16% pres, ce qui fait du sondage un estimateur tres fiable (pour peu que I’échantillon
de population soit bien choisi).
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