Exercice 1
1) a) Posons f(t) = In(1 + t) sur [0;x]. f (t)—-— Otd[0;x]1+t=1 don 1 <1 f'()<1

D'apres l'inégalité des accroissements finis :HK0)< 1(x — 0) In(1 + x x

: _ () = el X _
Ou : Posons f(x) =x —In(1 + x) f'(x) = 11_+x_1 +X20 f(0)=0
X 0 +0
f(x) "

0
DoncOx=0, f(x)=0 In(1+ x)< x.

1 1 5 1 1 1 1
b)yOnz 2, In(l +szst etrf—1<n doncz<—— donc In(l +Hz)sﬁ

s 1S 1
DOHCZ|n(1+Ez)SZHQ_—1 SYE I

n=2 n=2
1/ 1 1 In+l-(n-1) 2 1
Z)a)Dn>2,2(n e ]j 2(n_1)(n+1) 2(n2 1 = _ 1
N
b) Donc |\ = EZ ( 1 J
_1((1+1+1 J (1 ;+ 1 D
_13_ 1 1
“22 N N+1 4 2N 2N+2
3 1 + o0 3
c) I|m T =2 donc la série)_ 2 _ 1 converge ed Pt
nx n=2

3a)lln=21 +le > 1 donc Ir(l +ﬁz) > 0. § est la somme patrtielle d'une série a termes

positifs, elle est donc croissante.

3 1 1 3 . L
b)ON=2, §< 272N 2N + ZS 7 (S\v) est croissante et majorée, donc elle converge.

Donc la série)’ In(l +ﬁlfj converge.
nz2
Exercice 2
3k+1 3ke -3
DYQ)=N.OKON,P(Y=kK)=P(X-1=Kk)=P(X= k+1)kI Xx3xS - K
Donc Yoo P(3).
b) Donc E(Y) =3 et V(Y) =3. X =Y + 1 donc E(X)E(Y) + 1 =4 V(X) = FV(Y) = 3

3\
3 _1 (2)
2) Z@R xP(X=k)=> FK(k—1)1 38 3¢ > = 7 (série exponentielle)

k>1 k> 1 k>1
La série est absolument convergente, donc d'aptégdréme de transfert, Z admet une

M _? (e3/2 1)

espérance et E(Z)“é:; Z
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Exercice 3
1)a) P(x<k)=1-4
b) (X1 =Xy) = D;:"; (X1 =Kk) n (X2 =K)) (incompatibles)

Donc P(X = Xo) = ¥ P((X = k) (X2 = K)) = 3. P(X = KIPO& = K) (X, X indépendants)
k= 1 k=1
2
-Zcf(k 2 = x Z(qz) (avec k' =k—1) =<7 cf Q@ a7 1+

2) Z(Q) = N*.

OKON,(Z>Kk)=0>k) n (X2> kz donc P(Z > k) = P(X> kK)P(>% > k) (par
indépendance) P(Z > k) £af¢ = ¢f

Or0k=1,PZ=k =P@Z>k-1)-PZ>k) ¢ - =YL - )
=(1-01-§)"*1-d) doncZ-- G- d).

Ou : Considérons X comme le rang du premier succésl'épreuves indépendantes de
succes S de probabilité p (idem pour Y avec suttes

AlorsOk=1,(Z=K)= SN T1 Nt Ser 0 Tix N(ScO T
Par indépendance : P(Z= k) =gy x ... x gx gx (1 — ) = F*(1 = )
carP(SOT)=1-P(%n Te)=1-@)

2
c0)-rtg Vo=t -

Exercice 4
1. a) A chaque tirage, on a une probabilité p dmbtune boule verte. Les tirages sont
indépendants, et\Nest le rang du premier succes.
Donc N, suit la loi géométrique de parametre p.
De méme N suit la loi géométrique de parametre 1 — p.
1 1- 1
b)Donc E(N) =7 V(N) ==z EMN)=7—  V(Ne) =
c) P((N, =1)n (Ng =1) ) = 0 (le premier tirage ne peut pas étrefailaune boule verte et
une boule blanche).
OrP(N,=1)=P(M)=pz0 P(N=1)=PB)=1-pz0
donc P(N=1)P(Ns=1)ZP((Ny =1)n (Ng =1) ). N, et N5 ne sont pas indépendantes.
2)a) G =(Bin...n By)O(Nin...n Np) (incompatibles)
Donc P(G) ="+ '
b) Si les n+1 premieres boules sont de la mémesaoudlors les n premieres aussi.
Donc G+ O C,.

DeplusC=¢Gn Czn ... = n:fzcn. D'apres la propriété de la limite monotone,
P(C) = lim P(G) = lim p’+d'=0carO<p<letO<qg<1.

L'événement C est négligeable.

2)a) XQ)=N*0i=1, (X=1)=MW...VBis1 0 B;...BiVix1

Donc P(X = |) =1 - p) +(1-pp

b) O N> 1, Z IP(X=1i)= Z ip'(1 - p) +Z i(1 - pjp = p(l - p)Z ip™ +p(1 - p)Z i(1—pJ*
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
O<p<let0<1-p<1doncles séries somlabwent convergentes, donc X admet une

espérance et

E(X):p(l_p)xﬁf+p(1_p)x (1_(11_p)3:1|3p+1;p
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1-x
+

e _1 X =X(-1), -x—(l x)___1 1 xX*—@A-x}_ 2x-1
OxD0AL 109 = (1 —xY Ve A=xF 2~ X(1-xF ~ X1 -xY

0 1/2 1

X
(%)

f(x) \ 2/

Donc E(X) est maximale pour p = 1/2 et son maxinvaut 2.
OU:pourp=1/2 E(X)=

Pour p quelconque, E(X) —

_(2p- 1f
“p(d-p)”
3 (X |) et (Y J) \6_ V B|+1 B|+JV|+]+]_ D B]_ B V|+1 VI+J BI+]+1

Donc P(X =i) et (Y =)) =px (1 —p)xp + (L —p)x p x (1 —p) = P(L —p} + (1 - p)'p
4. a) (X = i) 1 est un systéme complet d'événements, donc diapi@snule des probabilités

totales : P(Y =) 2. P(X =) n (Y=)) = (F™@-p}+ @1 -pi'p)

i=1 i=1

=pi(1- p)Zp'1+(1 p?le(l Pyt =P - p)2p+(1 psp Z(l p)

2£ _p*+ (1 —pf—2p(1 —p)_(p—(1—p)
+ m2= o -p) p(L - p)

> 0 donc 2 est le minimum de E(X).

(avem—l—l)—ﬁl py* T+ (L= pJp x 1= (1 T-1_p-Pa- p)1+<1 pfp

D) INS 1,3 (5L - pf* + (1 - pfo) = 3 i1 — pJ* + (1 — pF. i
=1 =1 =1
Les séries sont absolument convergentes, donc étagme espérance et

VR iy MO A e B
6)Sip=%: Oi=1,0j=1, P(X:i):% P(Y:j):%]— P((X=1)n (Yzj))zglrJ
Donc P(X = i)P(Y =j) = P((X =in (Y =j)) donc X et Y sont indépendantes.
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