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ECE1 : Correction du D.S. n°8 
 
Exercice 1 

1) a) Posons f(t) = ln(1 + t) sur [0;x]. f '(t) = 
1

1 + t
  ∀ t ∈ [0;x] 1 + t ≥ 1 donc 

1
1 + t

 ≤ 1  f '(t) ≤ 1  

D'après l'inégalité des accroissements finis : f(x) – f(0) ≤ 1(x – 0)  ln(1 + x ≤ x 

Ou : Posons f(x) = x – ln(1 + x)  f '(x) = 1 – 
1

1 + x
 = 

x
1 + x

 ≥ 0  f(0) = 0 

x 0                     + ∞ 
f(x)  

0 
Donc ∀ x ≥ 0, f(x) ≥ 0    ln(1 + x) ≤ x. 

b) ∀ n ≥ 2, ln 






1 + 

1
n2  ≤ 

1
n2   et n2 – 1 ≤ n2 donc 

1
n2 ≤ 

1
n2 – 1

  donc ln 






1 + 

1
n2  ≤ 

1
n2 – 1

 

 Donc ∑
n=2

N

  ln 






1 + 

1
n2  ≤ ∑

n=2

N

 
1

n2 – 1
     SN ≤ TN. 

2) a) ∀ n ≥ 2, 
1
2
 






1

n – 1
 – 

1
n + 1

 = 
1
2
 
n + 1 – (n – 1)
 (n – 1)(n + 1)

 = 
2

2(n2 – 1) 
 = 

1
n2 – 1

. 

b) Donc TN =  
1
2
 ∑
n=2

N

   






1

n – 1
 – 

1
n + 1

  

= 
1
2
  














1

1
 + 

1
2
 + 

1
3
 + … + 

1
N – 1

 – 






1

3
 + … + 

1
N – 1

 + 
1
N

 + 
1

N + 1
 

= 
1
2
 






3

2
 – 

1
N

 – 
1

N + 1
 = 

3
4
 – 

1
2N

 – 
1

2N + 2
      

c) lim
N → +∞

TN = 
3
4
 donc la série ∑

n ≥ 2

 

 
1

n2 – 1
 converge et ∑

n=2

+ ∞
 

1
n2 – 1

 = 
3
4
. 

3) a) ∀ n ≥ 2 1 + 
1
n2 ≥ 1 donc ln 







1 + 

1
n2  ≥ 0. SN est la somme partielle d'une série à termes 

positifs, elle est donc croissante. 

b) ∀ N ≥ 2, SN ≤ 
3
4
 – 

1
2N

 – 
1

2N + 2
 ≤ 

3
4
. (SN) est croissante et majorée, donc elle converge. 

Donc la série ∑
n ≥ 2

 

 ln






1 + 

1
n2 

 converge. 

Exercice 2  

1) Y(Ω) = IN. ∀ k ∈ IN, P(Y = k) = P(X – 1 = k) = P(X = k + 1) = 
3k+1

k! × 3 × e3 = 
3ke -3

k! 
 

Donc Y → P(3).  
b) Donc E(Y) = 3 et V(Y) = 3. X = Y + 1 donc E(X) = E(Y) + 1 = 4 V(X) = 12V(Y) = 3 

2) ∑
k ≥ 1

 

 
1

k2k × P(X = k) = ∑
k ≥ 1

 

 
3k

2k k (k – 1)! 3e3
 = 

1
3e3  ∑

k ≥ 1

 

 





3

2
k

k!
  (série exponentielle) 

La série est absolument convergente, donc d'après le théorème de transfert, Z admet une 

espérance et E(Z) = 
1

3e3 ∑
k=1

+ ∞
 
(3/2)k

k! 
 = 

1
3e3  (e

3/2 – 1) 
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Exercice 3 
1) a) P(X1 ≤ k) = 1 – qk 

b) (X1 = X2) = ∪+ ∞
k=1 ((X1 = k) ∩ (X2 = k)) (incompatibles) 

Donc P(X1 = X2) = ∑
k=1

+ ∞
 P((X1 = k)∩(X2 = k)) = ∑

k=1

+ ∞
 P(X1 = k)P(X2 = k)  (X1, X2 indépendants) 

= ∑
k=1

+ ∞
 q2(k – 1)p2 = p2 × ∑

k'=0

+ ∞
 ( )q2 k'

  (avec k' = k – 1) = p2 × 
1

1 – q2 = 
p2

 (1 – q)(1 + q)
 = 

p
1 + q

  

2) Z(Ω) = IN*. 
∀ k ∈ IN, (Z > k) = (X1 > k) ∩ (X2 > k) donc P(Z > k) = P(X1 > k)P(X2 > k) (par 
indépendance)    P(Z > k) = qk×qk = q2k 
Or ∀ k ≥ 1, P(Z = k) = P(Z > k – 1) – P(Z > k) = q2k-2 – q2k = q2k-2(1 – q2) 
= (1 – (1 – q2))k-1(1 – q2)  donc Z → G(1 – q2). 
Ou : Considérons X comme le rang du premier succès lors d'épreuves indépendantes de 
succès S de probabilité p (idem pour Y avec succès T) 

Alors ∀ k ≥ 1, (Z = k) = S1 ∩ T1 ∩...∩ Sk-1 ∩ Tk-1 ∩(Sk ∪ Tk) 

Par indépendance : P(Z= k) = q × q × … × q × q × (1 – q2) = q2(k-1)(1 – q2)   

(car P(Sk ∪ Tk) = 1 – P( Sk ∩ Tk ) = 1 – q2 )  

E(Z) = 
1

1 – q2     V(Z) = 
1 – (1 – q2)
 (1 – q2)2  = 

q2

 (1 – q2)2 

 
Exercice 4 
1. a) A chaque tirage, on a une probabilité p d'obtenir une boule verte. Les tirages sont 
indépendants, et NV est le rang du premier succès. 
Donc NV suit la loi géométrique de paramètre p. 
De même NB suit la loi géométrique de paramètre 1 – p. 

b) Donc E(NV) = 
1
p
     V(NV) = 

1 – p
p2   E(NB) = 

1
1 – p

  V(NB) = 
p

 (1 – p)2
  

c) P((NV = 1) ∩ (NB =1) ) = 0 (le premier tirage ne peut pas être à la fois une boule verte et 
une boule blanche).  
Or P(NV = 1) = P(V1) = p ≠ 0    P(NB = 1) = P(B1) = 1 – p ≠ 0  
donc P(NV = 1)P(NB = 1) ≠ P((NV = 1) ∩ (NB =1) ).   NV et NB ne sont pas indépendantes. 
2) a) Cn = (B1∩…∩ Bn)∪(N1∩…∩ Nn) (incompatibles) 
Donc P(Cn) = pn + qn 
b) Si les n+1 premières boules sont de la même couleur, alors les n premières aussi. 
Donc Cn+1 ⊂ Cn.  

De plus C = C2 ∩ C3 ∩ … = ∩+ ∞
n = 2 Cn. D'après la propriété de la limite monotone, 

P(C) = lim
n → +∞

 P(Cn) = lim
n → +∞

 pn + qn = 0 car 0 < p < 1 et 0 < q < 1.  

L'événement C est négligeable. 
2) a) X(Ω) = IN*. ∀ i ≥ 1,  (X = i) = V1…V iBi+1 ∪ B1…BiV i+1 
Donc P(X = i) = pi(1 – p) + (1 – p)ip 

b) ∀ N≥ 1, ∑
i=1

N

 iP(X = i) = ∑
i=1

N

 ipi(1 – p) + ∑
i=1

N

 i(1 – p)ip = p(1 – p) ∑
i=1

N

 ipi-1 + p(1 – p) ∑
i=1

N

 i(1 – p)i-1 

0 < p < 1 et 0 < 1 – p < 1 donc les séries sont absolument convergentes, donc X admet une 
espérance et 

E(X) = p(1 – p) × 
1

 (1 – p)2
 + p(1 – p) × 

1
 (1 – (1 – p))2

 = 
p

1 – p
 + 

1 – p
p
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c) Posons f(x) = 
x

1 – x
 + 

1 – x
x

 sur ]0;1[ 

∀ x ∈ ]0;1[, f '(x) = 
1 – x – x(-1)

 (1 – x)2
 + 

-x – (1 – x)
 x2  = 

1
 (1 – x)2

 – 
1
x2 = 

x2 – (1 – x)2

x2(1 – x)2 
 = 

2x – 1
x2(1 – x)2 

 

x 0            1/2             1 
f '(x)          –     0      + 
f(x)                   

 
                2 

Donc E(X) est maximale pour p = 1/2 et son maximum vaut 2. 
OU : pour p = 1/2   E(X) = 2 

Pour p quelconque, E(X) – 2 = 
p

1 – p
 + 

1 – p
p

 – 2 = 
p2 + (1 – p)2 – 2p(1 – p)

 p(1 – p)
 = 

(p – (1 – p))2

p(1 – p) 
 

= 
(2p – 1)2

p(1 – p) 
 ≥ 0 donc 2 est le minimum de E(X).    

3. (X = i)  et (Y = j) = V1…V iBi+1…Bi+jV i+j+1 ∪ B1…BiV i+1…V i+jBi+j+1  
Donc P((X = i) et (Y = j) = pi × (1 – p)j × p + (1 – p)i × pj × (1 – p) = pi+1(1 – p)j + (1 – p)i+1pj 
4. a) (X = i)i≥ 1 est un système complet d'événements, donc d'après la formule des probabilités 

totales : P(Y = j) = ∑
i=1

+ ∞
 P((X = i) ∩ (Y = j)) = ∑

i=1

+ ∞
  (pi+1(1 – p)j + (1 – p)i+1pj) 

= p2(1 – p)j ∑
i=1

+ ∞
 pi-1 + (1 – p)2pj ∑

i=1

+ ∞
 (1 – p)i-1 = p2(1 – p)j ∑

i' = 0

+ ∞
 pi' + (1 – p)2pj ∑

i' = 0

+ ∞
 (1 – p)i' 

(avec i' = i – 1)  = p2(1 – p)j × 
1

1 – p
 + (1 – p)2pj × 

1
1 – (1 – p) 

 = p2(1 – p)j-1 + (1 – p)2pj-1 

b) ∀ N ≥ 1, ∑
j=1

N

 j(p2(1 – p)j-1 + (1 – p)2pj-1) = p2 ∑
j=1

N

 j(1 – p)j-1 + (1 – p)2∑
j=1

N

 jpj-1 

Les séries sont absolument convergentes, donc Y admet une espérance et  

E(Y) = p2 × 
1

 (1 – (1 – p))2
 + (1 – p)2 × 

1
 (1 – p)2

 = 2 

6) Si p = 
1
2
 :     ∀ i ≥ 1, ∀ j ≥ 1,  P(X = i) = 

1
2i P(Y = j) = 

1
2j P((X = i) ∩ (Y = j)) = 

1
2i+j  

Donc P(X = i)P(Y = j) = P((X = i) ∩ (Y = j)) donc X et Y sont indépendantes. 
 
 
 
 


