ECEL1 : Devoir Surveillé n°7

Mercredi 6 Avril 2011

Exercice 1 — Ecricome 200912,5 points)

A tout triplet (a, b, c) de réels, on associe lariroa M (a, b, ¢) définie par :

aaa
M(a,b,c)50 b b
00c

On désigne pat le sous-espace vectoriel formé des matrices M, (@, ou a, b, ¢ sont des
réels.
Ainsi:z ={ M (a, b, c) avec a, b, c rédls

Partie | : Recherche d'une base de.

Donner une base deainsi que sa dimension.

Partie 1l : Cas particulier de la matrice M (1, 2, 3).

11 3/2 100
On consideére les matrices FE& 1 ZJ etD =[0 2 0] et A=M(1,2,3).
00 1 003
1. Montrer que P est inversible et détermiriér P
2. Montrer que D = PAP.
3. En déduire la matrice"en fonction de I'entier n.
4. On considere les suites)a N, (h)nomw et (G)no v définies par :
Ga=at+thh+a
=3 B=2 @¢=1 etOnON,  bn1=2+ 26
Ch+1 = 3Gy

a
Pour nO N, on pose X = [bn}
Cn
a) Montrer quél n O N, X+ = AX,
b) En déduire I'expression de &n fonction de n, A etX
c) Donner I'expression dg,d, et G, en fonction de n.

Partie 11l : Cas particulier de la matrice M (1, 1, 1)

On pose J=M (1, 1, 1) 5, la matrice 4 représentant la matrice unité de(R).

1. Calculer les matrice$,J°. En déduire, sans démonstration, I'expressiofi,gmdr tout
entier naturel rz 3.

2. Montrer que pour tout entier naturet 2 :

[M(Ll’DP=b+nJJm%?9f

L'écriture obtenue est-elle encore valable pouetdersn=0etn=1"7
3. En déduire I'écriture matricielle de [M (1, )}™
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Partie IV : Cas particulier de la matrice M (1, 1,2).

Dans R, on définit la famille de vecteurs= (U "; v; w) par :

oo - 0o - 00 -

u =(0;0);v =(0;1;0);w =(2;1;1)
1. Démontrer que est une base de’R

110 102
Dans la suite, on considere les matrices('ﬂzl OJ etR:{O 1 1}
002 001
1noO
2. Montrer que pour tout entier naturel n®¥| 0 1 SJ
00

10 -2
3. Montrer que la matrice R est inversible et queisverse est Q EO 1 -1].

001
On admet dans la suite que M(1,1,2) xR x Q

4. Sans l'expliciter, écrire [M (1, 1, 2@n fonction de n, Q, R, T.

Exercice 2 — ESC 2009 (7,5 points)

On considere les matrices A, B, D, P, E d€IR) suivantes :
1 -2 5/3 -4/3 30 12 30

A= (-1 2)' B ‘(- 2/3 7/3)' D ‘(o o)' P ‘(-1 1)' E ‘(o 1)

. . . \ (L-A)x—-2y=0
1. a) SoitA O R. Déterminer pour quelles valeursXi&e systéme ()S{ X+ (2-A\y=0
n'est pas un systeme de Cramer.
b) Déterminer I'ensemble des solutions pour cesuvalde\ (on en donnera une base).
c) Calculer la matrice Ppar la méthode du pivot

On admet dans la suite que A = PDP
d) Vérifier que PBP = E

2. On définit 'ensemble ={ M O My(R) telles que AM = MB .
a) Montrer quex est un sous-espace vectoriel dgIR).
b) Montrer que : MJ = D(P*MP) = (P*MP)E.

. . ab
c) Montrer que I'équation DX = XE, d'inconnue >EC: d) [0 M2(R), a pour ensemble

. . 10
solution l'espace vectoriel V 00))
e) En déduire qu& = Vect(A).
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