Exercice 1

1. Sur ]0; +oo[, f est continue car somme de fonction continue.

Iimoxln(x) = 0 (croissances comparees) doncof(m) = -1 =1(0) donc f est continue en 0.
X - X -

2

2_f(x)—f(O):x _Xln(x)zx—ln(x) donc i f(x) — f(0 ot

x—0 X x-0 X-—0
Donc f n'est pas dérivable en 0. La courbe de feadme tangente verticale en 0.
3. Pourtout x >0, f'(x) =2x —In X —»(% =2x—-1In(x) -1 f'"x)=2 —% = ZXX_ 1
X 0 1/2 oot
f" — 0 +
convexité| concave convexe

Il'y a donc un point d'inflexion A d'abscis%e

Coefficient directeur de la tangente : f '(1/2) a(4/2) = In(2).
0 1/2 + 00

X
f(x) — 0 +
f '(X) \ /

f'(lj =1- In% -1 =1In2> 0 donc, comme le minimum de f ' ést®ment positif, f ' est

2
strictement positive, donc f est croissante sut|®|.

f(x) = xz(l —Mxﬁj _1 im® o (croissances comparées) donc_fix) = + .

X — +oo X

x |0 do
f(x) )
-1 /
c)Dx>O,Kﬁ:x—In(x)—l:x(l—mxl)—1 lim_ 1—M:1donc li fx = +00
X X X X X o T X X

X - +oo

donc G admet une branche parabolique de direction I'aseoddonnées.

4. a) f est continue et strictement croissantgGur o[, donc elle réalise une bijection de ]0;
+ oo[ sur f(]O; + o) = ]-1; + ool

b) D'apres le tableau de variations de f
X -1 3]
() o

o

c) f est dérivable sur ]0; e[ et 0 x 0 ]0; + o[, f'(x) # 0. Donc - est dérivable sur ]-1; e[

. -4y = 1 = 1
etdx O]J-1; +oof, (f 1) ) By '(f'l(x)) ~ oxf 'l(x) — In(f _l(X)) -1
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5. Comme 11 ]-1; + oo, I'équation f(x) = 1 admet une unique solutiqrsur ]0; +oo[.
f(1,5)=0,6 f(x)= 1 f(2)=1,6donc f(1,5% f(x1) <f(2)
Comme f est croissante, Kk%; < 2.

6. a. g est dérivable sur |0 et g'(x) = ;22_ +% :%242(.
x |0 5 —
g'(x) - 0 n
g (X)
1+1In(2)

b. g est continue et décroissante sur [3/2;2] dgf872;2]) = [g (2);9 (3/2)]
or2<g (2)et @ < 2 donc g ([3/2:2]0 [3/2:2].

c. g"(x) XPx1—2X(X—=2) -X°+4x_-x+4

9= x* T oxXt T8

X 0 4 oot

g"(x) + 0 -

g'(x)

/ \
1
" est croissante sur [3/2;2] (3) —-—2 .2 '2)=0

g ’ ? - g - 9 g -

4

Doncll x [0 [3/2;2], - s g'(x)<0 dono| g(xb<2

d.x=gX) = x:%+ln(x)c» X¥=2+xIn(X) = xX¥=xIn(x) -1 =1 f(x) =1

Comme l'unique solution de I'équation f(x) = 1xast'unique solution de I'équation g(x) = x
est également;x

e. Montrons par récurrence quen O N, gs Ws2: B :g [l E , }

_siy O E , } d'aprés la question b., g(ul E , } c'est-a-direq; O E , 2]
La propriété est donc vraie pour touflrN.
3 2

Un D[E 2} % DE 2} et su[§ 2} | g'(x] <%. Donc d'aprés I'inégalité des accroissements

@

finis, | g() — 9(x))| sglun—xll | thei— ] s§|un — x|

. 2\n
Montrons par récurrence sur n dug—u| < (5)

_pourn:OI u—x1|:‘g—x1 =X — g ;cam_DB 2} dond b— x1| (2)0)

si| _X|<(g)n | —x|<g|u —x|<g><(g)n | —x|<(g)n+1 la propriété est
_Sl| W, 1—9.Lh+1 1| Sglth—X[<g*(g Lh+1 1| =19 prop
héréditaire. Don€l n O N, |un — x1| < (gjn

n
f.—-1 <é <1 doncn Iim(g) =0 doncn Ii[nun -x=0 ] Iirp Un = X1.

athre!

ECEL1 : Année 2010-2011



Exercice 2
D f(x)=1 +£ >0 Iirrbfn(x) =-00 |im fy(x) =+
X - X — +oo

X 0 do

fr(X) I P

- 00

fn est continue et strictement croissante sur }®[ et 0[] ]- «; + o[, donc I'équationf{x) = 0
admet une unique solution X ]0; + ool.
2)fixn) =0 f(1)=1 f(xy) <fi(1) et f, est croissante, dong % 1
3) program ds6;
var a,b,c:real;
begin

a:=0.5;b:=1,;

repeat

c:=(a+b)/2;
if c+In(c)>0 then b:=c
else a:=c;

until b-a<1E-4;
writeln('Une valeur approchée de x1 est ',a);
readin;
end. (On trouve x=0,5671)
3) O x [O]0; + oof, frsa(X) — fo(X) = x + (n+1)In(x) — (X + nIn(x)) = In(x)

>0 sur [1, +o

Donc f+1(x) — fu(X) { <0 sur ][O, 1] [
Xn < 1 donc fi1(Xn) — fa(Xn) £ 0 f141(Xn) £ 0 Or f41(Xn+1) = 0 donc f11(Xn) < frea(Xn+1)-
Comme f.1 est croissante, . Xn+1. La suite (x) est croissante.
c) (x,) est croissante et majorée par 1, donc elle cgever
3) a) Considérons la fonction f(t) = In(t) sur [X:A].

| 11
f(t)—t sit[1-x1], 1-xt<1 1_,[_1 o

Sur [1-x;1], 1< f'(t) donc d'aprés l'inégalité des accroissemfamits,
11-(21-x)kf1)-f(1-x%) «xIn(1) — In(1 — x)

b) Donc ﬁ -In (1 - ) 1< - nlr{l - ) nlr(l —1) <-1
fn(l -%) -1-1 L n|r(1 _ j <-1<0 fx)=0donc ;(1 _ ) < fo(%)

1
Comme § est croissante, 15—5 Xn.

c) On=>1,1 —% <X < 1.nlirp 1 —% = 1 donc d'aprés le théoréme des gendarnrne+s,x,lim1.

n

5) fi(Xn) = 0 donc %+ nin(x,)) =0 In(¢) = XF ¥ ~+e 1 donc In(x) ~ %
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