Exercice 1
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l.a)f'x)=1 == x_ >(Ilinoln(x) =-00 doncX Ier?)fn(x) + 00
IN(X) =+ 0(X) donc (X) ~+ « X ) lim fn(x) = + oo fa(n) = n —nin(n) = n(1 — In(n))
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b) Si n> 3 In(n)=In(3) > 1 donc n(1 —In(n)) <0

Sur ]0;+oo[, f,, est continue et strictement décroissante. De@luign — nin(n); +oo[. Donc
d'aprés le théoréme de la bijection, I'équatj@x) = 0 admet une unique solutiopgur ]0;n|.
De la méme maniere, I'équation admet une uniqueisnlv, sur l'intervalle ]n; +eo].
Donc0O<y<n<w.

2.a)f(1)=1-nIn(1)=1>0 ,fe)=e—nin(fe)=e—n<0caeB f(u))=0

Donc f,(e) < fy(un) < fy(2). f, est décroissante sur ]O;n], dons Ui, < e.

b) fa(Un+1) — IN(Lh+1) = sz — NIN(L+1) — IN(Uh+1) = Uher — (N +1)IN(W+1) = Frsa(Un+) =0
Donc f,(Un+1) = IN(Un+1).

Un+1 = 1 donc In(y+y) = 0 donc f(un+1) =2 0 = f(Un+1) = fr(up).

fn étant décroissante sur ]0;n}:1< u, donc () est décroissante.

c) (w) est décroissante et minorée par 1, dopcdenverge vers un réel L.

Or In(w) :%. l<y<e doncrl-] s% sﬁ donc% < In(uy) << o Ilmm% nlirpm E =0
Donc d'apres le théoreme des gendarrnneﬁo, Inifa,) = O

up = €t Donc_lim u, = f=1

d) nlirgm Uh—1=0doncIn(l+ @ 1)) wwU,—1 (carin(l+ X)qgX)
- Iﬁ(un) ~olU—1

or In(w) :% et _lim u, = 1 donc In(y) ~% doncu—1-~

3.0n0ON, vy, >n. Iirpn = +00, dONC par comparaison, +Iimn =+ o0,
n - +oo n - oo

Exercice 2
1) Sur ]-0;0], f est continue car nulle
Sur ]0; +oo[, f est continue comme produit de fonctions aoumis.

E I ft)= | I ft)= i tin(t) = [
nOtﬁ(;n;LO() tﬁlornKO 0t |r¥1>0() . |0rlnt>0\/_n() 0 (croissances

comparées) donc f est continue en 0.
Donc f est continue sur R.
2) Sur ]-;0][, f est dérivable car nulle, sur ]00ef, f est dérivable comme produit de
fonctions dérivables.
EnO: Ilim 0 -10) _ im 0=0
t-ot<o t—0 t-0,t<0

lim Mf 0 M'” jim A __
t-ot>0 t—0 tﬁ0t>o 1. 0,t>04[t
Donc f n'est pas dérivable en 0 (mais dérivablauckhe). €admet une demi-tangente
horizontale a gauche, et une demi-tangente vesticdlroite.
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