1. Primitives d'une fonction continue
1.1 Notion de primitive

Définition : Soit f une fonction définie sur unamvalle I. On appelle primitive de f sur | toute
fonction F dérivable sur | et telle que F' = 1.

Exemple : Soit f(x) = (2x — 5fésur R.

Montrer que F(x) = (x — 3f&est une primitive de f sur R.

F est dérivable sur R et F'(x) =& + (x — 3)2&" = (1 + 2x — 6)& = f(x). Donc F est une
primitive de f.

Théoreme :

Si f est une fonction continue sur un intervallalgrs f admet des primitives sur I.

Dans ce cas, si F est une primitive de f sur ksdkes primitives de f sur | sont les fonctions
de la forme xos - F(X) + k, avec k réel.

Démonstration :

Existence : admis

_ Soit G une autre primitive de f, alors (G—-FG=—F =f-f=0

Donc G - F est constante sur | : il existé R tel que G(x) = F(x) + k pour tout[X I.
_ Inversement soit G une fonction telle que G(¥(%) + k avec KI R.

Alors G'(x) = F'(x) = f donc G est une primitive de

1.2 Primitives des fonctions usuelles

Si f(x) = Une primitive F de f est : sur
f(x) =1 F(x) = x R

— 2
f(x) = x F(x) :XE R
x) :;12 Fx) = % - 0:0[ ou ]0; +oo]

-1 F(x) = 2\/;( 10; + oo
f(x) N
f6)=x" az-1 _x%*t selona

F(x) 0+l
f(x) :% FX) = In{x) In(x) sur ]0; oof ]- ©;0[ ou ]O; +oo
In(-x) sur ¢$e;0[

f(x) = & F(x) = & R
Ex : primitives de f(x) == X3 F(x) = X3t k= 1.1

P TN T3+1 27X
1) = x/x =% F(x) :%Xs/z 1 =% 52 _ %szl/z =§ XX

2
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1.3 Primitives et opérations
Propriété :
Soit u et v deux fonctions définies sur un intdevéleta 0 R.
Si U est une primitive de u et VV une primitive dealors U + V est une primitive de u + v.
Si U est une primitive de u aloodJ est une primitive deu.
Remarque : Attention u*v n'a pas pour primitive UXV

Exemples :3
2 X
X"+ é(muﬂ 3 + é(

3
Mais ¥’€“ n'a pas pour primitivés- <)

Propriété :
Soit u une fonction dérivable sur un intervall@dlbrs
Si f est définie sur | par : Une primitive F dsufr | est :
f=uxu _1
F—2u
u' : 1
f= 72 (u ne s'annulant pas sur I) F =-
- u' ' F= u
f= % (u ne s'annulant pas sur 1)
f=uxu,a0R,a#-1 Fo_—1 ol
a+1
f= U F=In{d)
u
f=ue" F=¢
Remarques :

__ Il est souvent utile de multiplier et diviser per méme nombre pour faire apparaitre u'.
_ Sivous n'étes pas s0r de votre primitive, re@&rpour vérifier !

Exemples :
f(x) = (2x— 1}  Sion pose u(x) = 2x — 1 alors u'(x) = 2.

:%x 2x (2x — 1y =% u'(x) x u(x)’

Donc  F(x) :% x % (2x — 1f :% (2x — 1f

3 . ,
g(x) = 5 _ax SUr E; + o[ sionpose u(x)=5-4x alorsu'(x) =-4.

g(x) = 3x -%x 5 '_44X G(x) = -% |n(|5 —4>4) = -% In(4x — 5)
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2. Intégrale sur un segment
2.1 Intégrale d'une fonction continue

Propriété - Définition :

Soit f une fonction continue sur un intervalletlagb des éléments de |.

Soit F une primitive de f. Alors le nombre F(b) @Jest indépendant du choix de F.
Ce nombre est appelé intégrale de f sur entrdaedtest noté fab f(x)dx

Onadonc P f(x)dx = [F(X)2 = F(b) - F(a)

Démonstration : si G est une autre primitive, GO(x) + k, kO R
Donc G(b) — G(a) = (F(b) + k) — (F(a) + k) = F(bFa)

1 1 1 1
(12w =| S3 =2 13 _ L3 ==
Exemple ;! x’dx —[3x }5 =37’ —3x0°=3
Remarques :
_sia<hb, fab f(x)dx est appelée l'intégrale de f sur [a;b].

_ Attention : [P f(x)dx = [F)I8

fonction primitive
__n'oubliez pas de mettre une parenthése (si Bedeiant F(a)
__attention, en aucun cas le résultagrgé(x)dx ne dépend de x !

2.2 Interprétation graphique

Définition :

Soit f une fonction continue et positive sur uremmtlle [a ;b] (a b) et G sa courbe
représentative.

On appelle aire sous la courbedr I'intervalle [a; b], I'aire du domaine D lindipar I'axe
des abscisses, la courbe C et les droites d’équatioa et x = b.

(Le domaine D est I'ensemble des points M(x ;)8 tple & x< b et 0< y < f(x))

Propriété :
Soit f une fonction continue et positive sur [aMlors l'aire sous la courbe de f (exprimée en
unités d'aire) est égalef2 f(x)dx.

Ex : f(x) = sur [0;1]. (courbe) Air}%mhurée:% u.a.

Si I'échelle est : 4 cm en abscisse, 6 cm en oglsnl u.a. = 24 dn

Aire:%x24:80rﬁ

2.3 Propriétés de l'intégrale
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Propriété :
Soit f une fonction continue sur un intervalle beb, c I.
Alors  faf(x)dx = - [P f(x)dx

JPA()dx + f€f(x)dx = [ f(x)dx. (relation) de Chasles)

Démonstration : si F est une primitive de f :
2f0qdx = [FOOT = F(a) - F(b) = - (F(b) — F(a)) =fP f(x)dx

JPAdx + f€ f(x)dx = [F)I + [F(x)]E = F(b) — F(a) + F(c) — F(b) = F(c) - F(a)
= J e foqdx.

Interprétation graphique :
Sias<b<cetsifest positive sur [a;c] :

Aac=Aapt Apc \%

Remarque : .
On a donc aussi ¢ f(x)dx — f€ f(x)dx = [P
f(x)dx

_ L (X o B
Exemple : Pour & 1, soit | = fl —In(x)dx' Simplifier h+1— Iy

= (n+1_X _ (X 4y = (n+1_X
In+1— fln In(x) dx flnln(x)dx fnn In(x) dx

Propriété : Linéarité de l'intégrale.
Soit f,g deux fonctions continues sur un intervake a, bl I. SoitA O R.
Alors [ (f(x) + g(x))dx = [P f(x)dx + [ g(x)dx

SPAf())dx = [P f(x)dx

Démonstration : Si F est une primitive de f et @ primitive de g, alors F + G est une
primitive de f + g, donc :

SP((x) + g())dx =[F(x) + G(x] 2 = F(b) + G(b) — (F(a) + G(a)) = F(b) — F(a) + G (a)
= [P feqgdx + [P g(dx

AF est une primitive d&f, donc : [ (A(x))dx = [AF(x)] 2 = AF(b) - AF(a) =A(F(b) - F(a))
=\ J P f(x)dx

Remarque : Attentiorf,? f(t)g(t)dt# [P f(t)dt x [P g(t)dt !

2.4 Intégrales et ordre
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Propriété : Positivité de l'intégrale
Soit f une fonction continue sue [a;blsd SilJ x 0 [a;b], f(x)= 0) alorsfab f(x)dx=0

Démonstration : Soit F une primitive de f sur [adlors O x O [a;b], F' (xX) = f(X)= 0, donc F
est croissante sur [a;b]. Dorﬁf f(x)dx = F(b) — F(ak 0.

Propriété : Soient f et g deux fonctions continsias|a ;b].
Si pour tout X [a ;b], f(x)< g(x), alors [P f(x)dx < [P g(x)dx

Démonstration : Posons h(x) = g(x) — f(x) sur [aprs O x O [a;b], h(x)= 0.
Donc par positivité de lntégralef’ h(x)dx= 0. [ (g(x) - f(x))dx= 0

JPg(dx — P f(x)dx =0 [Pf(x)dx< [P g(x)dx

Définition : Soit f une fonction continue sur [a;b]

Le nombreb%afab f(x)dx est appelé la valeur moyenne de f sur][a;b

Propriété : Inégalité de la moyenne :

Soit f une fonction continue sur un intervallelph(a< b)

S'il existe deux réels m et M tels que pour tolt fa ;b], m< f(x) < M,
alors m(b —ax [P f(x)dx < M(b — a).

Démonstration fix [ [a;b] m<f(x) <M
donc [P mdx< [Pf(x)dx< [P Mdx [mx]2< [P f(x)dx < [Mx]3
mb —mas [Pf(x)dx<Mb—-Ma  m(b—ax [P f(x)dx<M(b-a).

Remarques : _ L'inégalité de la moyenne est le ntBgmeme que l'inégalité des
accroissements finis, décalé d'un rang.

. 1
__autrement dit : n& mfab f(x)dx < M
Propriété : Soit f une fonction continue sur [ambrs‘fab f(x)dx ‘ < fab|f(x)|dx

Démonstration Dy O R, -|y| <y <|y| DoncO x Oa;b], -| f(x)| < f(x) < | ()|
Donc [ - [ f(x)|dx< [P f(x)dx < [P[f(x)|dx - [P[f(x)|dx< [Pfx)dx < [P|f(x)|dx  donc
‘ S f(x)dx ‘ < [P ]5(x)|dx

Remarques :

_ Attention, dans toutes ces propriétés, il fagt ga b !

__pour montrer une inégalité sur une intégralegrouve d'abord une inégalité sur la fonction
a intégrer (soit avec une constante, soit avedamaion qu'on sait intégrer), puis on utilise
un des théoremes sur l'ordre.
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n
Exemples : 1) Soit,|= fol 11 7 dx. Montrer quéInO N, 0< I, < = i 1

n

_Dxm[o;l]lﬁ—)awdonc,l,zo.

. 1 1N -
_Ox0[0;1] 1+ X2 1donc;—a<1 1+)P_x donc,l.sfoxdx—n+

[ERN

Donc Ilim I, =0.
n - +oo

* 1 k+% l
2) Montrer que 0 k [J IN*, k+l x sk.
OxO[k k+1], ke x<k + 1 kils%s%

Donc, d'apres l'inégalité de la moyennﬁ—(k +1- k)< k+1— < k(k +1-K)

k 1 fk+1dx 1
+

3. Méthodes pour calculer une intégrale
3.1 Intégrations par parties

Théoréme : Soient u et v deux fonctions de classCun intervalle I.
Pour tous réels a et b de |, onﬁab:u(x)v’(x)dx = [u(x)v(x)] g—fab u’'(x)v(x)dx

Démonstration : Les fonctions u, v, u' et v' samitues
De plus :fab (UX)V'(X) + u(xX)v’(x))dx :fab (UE)v(x))'dx =[ux)v(x)] b d’ou la formule.

Remarques :

_ L'intégration par parties permet de calculatdgrale d'un produit.

_ Iy a deux choix pour u et v : attention a ciraielui qui simplifie le probleme (avec In ->
on dérive le In, un polynome avec une exponentiellen dérive le polynome).

_ il faut parfois faire apparaitre le produit : Hx(x) = 1x In(x).

_ pour des suites d'intégrales, une intégratiorppgres permet souvent de trouver une
relation de récurrence.

Exemple :
I = JZ (x+ 1)in(x)dx :

On pose u(x) =In(x) V'(x) :2x +1
On en déduit u’(x) :l V(X) :X— +x (uetvsontEsur[l:2])

|=[( +x)|n(x)}f fZ( }dx

2
_ _a_(2(X - X - (22 = _Z
=4In(2) - 0 —f; (2+1jdx 4In(2){4+x}§ 4In(2) - (3 ) =4In(2) —.
3.2 Changement de variables
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Propriété : Soit f une fonction continue sur uremnaalle | et a, bl I.
Soit g une fonction de classé €ur un intervalle J et bijective de J sur |.
=b — =gl (b '
Alors [*=Pf()dx = [¥=4 O f(g(y)) x g'(y) dy
Démonstration : f, g et g' sont continues, done yf (g(y))g'(y) est continue.
Si F est une primitive de f
Oy 0 J, f(g(y))>x g'(y) = F'(9)g'(y) = (F 9)'(y) .
Donc J 8 O f(g(y) x g'(y) dy ==[(F - 9)(¥)] §1{8) = F(a(g'(b)) - F(9(g'(a)) = F(b) — F(a) =

S f(x)dx

Méthode : On donne x = g (y), ol g est bijective yo= g(x))
_on détermine y =4x) (ou x = g(y))
et on remplace dans I'expression x par g(y)

_ Notation : x = g(y) on dérive par rapport a%%:: g'(y) d'ou la notation : dx = g'(y)dy

_on modifie les bornes : pour x =a yXa) pour X = b y =1b)
E le - Calcul d |§'1L1 _fleLl
xemple : Caleul de | 35 ——x = | X =55~
Onposey=2x + 3 x=%3 dx:gzy. qguandx=0 y=3 quandx=1 y=5
| = y=52—Q¥:f5L1 y:fs(l_i)dy:[x_ﬂxqs:§_In(5)_§+ln(3)
y=3 'y 2 73 4y 34 4y 4 4 P74 4 4 4
L
"2 45

Propriété : Soit f une fonction continue sur I'mtdle [-a;a].
Si f est paire sur [-a;a], alofs? f(x)dx = 22 f(x)dx

Si f est impaire sur [-a;a], aloﬁg f(x)dx =0

Démonstration j 2f(x)dx = [Of(x)dx + [2f(x)dx (relation de Chasles)

Changement de variables dans la premiére intégoaigose u =-x doncx=-u dx =-du
SOf(xdx = [0 f(-u)(-du) = f2f(-u)du

Si f est paire,[ 2 f(-u)du = f2f(u)du doncf2f(x)dx = 22 f(t)dt

Si f est impaire [ f(-u)du = f@-f(u)du = - f3f(u)du donc/2f(x)dx = 0
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4. Fonction définie par une intégrale

Propriété : Soit g une fonction continue sur uernvlle | et a1 I.
Soit f la fonction définie par sur | par f(x)ﬁax g(t)dt.

Alors f est une primitive de g sur |.

Démonstration :
si G est une primitive de g sur |, f(x))%x g(t)dt =[G(t)] 5 = G(X) — G(a).
Donc f'(x) = G'(x) = g(x) (car G primitive de g).

Cas général : Soit g une fonction continue sumtervalle J et u, v deux fonctions dérivables
d'un intervalle | sur J. On posélx O I, f(x) = fv(x) g(t)dt.
u(x)

Alors f est dérivable sur | éix O I, f'(x) = v'(X)g(v(x)) — u'(x)g(u(x)).
Démonstration :

Si G est une primitive de g sur J, f(XU‘_-V((X)) g(t)dt =[G(t)] ﬁ% = G(V(X)) — G(u(x)).
Donc f'(x) = VI(X)G'(v(x)) — u'(x)G'(u(x)) = v'(x)v(x)) — u'(x)g(u(x)).

t
Exemple : Soit f la fonction définie sur ]0;esf par f(x) :fzix%dt
I

Soit g(t) :% et G une primitive de g. Alors f(x) ES(1)] 3% = G(3x) — G(2x)

Donc f '(x) = 3G'(3x) — 2G'(2x) %3;( —Zze)z(x - #
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