1. Loi d'un couple de V.A.R. discretes
1.1 Loi conjointe / Lois conditionnelles

Définition :

Soient X et Y deux V.A.R.D. telles queX) = {x;, i O I} et Y(Q) = {y;, j U J}.

On appelle loi (ou loi conjointe) du couple (X,You(loi conjointe) I'ensemble des
P(X=%)n (Y=y)ouill jOJ.

Remarques :
_ On note parfoisip= P(X =x%) n (Y = V).

_Onatoujours Y P(X=x%)n(Y=y)= > p;j=1
i01,j0J i01,j0J
_si | et J sont petits, on peut représenter ladojointe dans un tableau a double entrée.

Définition :
Pour il I, on appelle loi de Y conditionnée par X 5au sachant X), I'ensemble des valeurs
Px=x)(Y =y)),ouilletjdJd.

Propriété : Lien loi conditionnelle/ loi conjointe
Di0LOj0J, P((X=%n (Y=Y)) =PX=%Px=x(Y =)

Remarque :

Pour déterminer la loi conjointe du couple (X, Y) :

_ soit on exprime I'événement (X35 x (Y =y;) en fonction d'événements élementaires

_ soit on utilise la probabilité conditionnelle.

_soit on utilise I'indépendance de X et Y (si®Bent indépendantes) : voir paragraphe 1.3

Exemples :

1) Une urne contient 3 boules numérotées de X 3ire deux boules, I'une apres l'autre et
avec remise. Soit X le numéro de la premiére beulla somme des numéros des deux
boules.

X(Q)={1,2,3} Y(Q)={2,3,4,5,6}

Loi conjointe :

X\Y 2 3 4 5 6
1 1/9 1/9 1/9 0 0
2 0 1/9 1/9 1/9 0
3 0 0 1/9 1/9 1/9

2) Une piece a une probabilité de faire pil%lde

On lance cette piece jusqu'a obtenir un deuxiemhee pi

Soit X le nombre de lancers nécessaires pour aldeepremier pile.

Soit Y le nombre de lancers nécessaires (en toui) gbtenir le deuxieme pile.
X(Q)={1,2,...}  YQ)={223,....}

Oj>1i, (X=1i) n (Y =j)="0n obtient le premier pile au i-emeatie et le deuxieme au j-
eme"=kn..nFanPnKan..nFKi1nkK
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Donc P(X=1)n (Y =))) = (3) 3(3) 3" (3) 9
Oj<i, P(X=i)n (Y=j)=0
3) On lance 10 fois une piece équilibrée. Soit Xdebre de piles effectués.
Puis on choisit au hasard un nombre entre 0 etXnmote Y.
a) Quel est la loi de X ?
b) Pour tout g i, déterminer B =i (Y =])
c) Déterminer la loi conjointe du couple (X, Y).

a) Il'y a 10 lancers indépendants. La probabikdaire pile est 1/2 et X est le nombre de
piles effectués. Donc X - B(10, 1/2).

Donci 0{0, .., 10}, P(X = i) =(i10)§f%j% = (1) Elm

b) Sachant (X =), Y suit la loi uniforme sur {Q,, i}. Donc Bx = (Y =) :% sij<i

oy 1 1

c) Donc P((X = i)n (Y =j) = P(X = i) Rx=y(Y =) :{ (') o siisi
Osij>i

1.2 Lois marginales

Définition :
Si (X,Y) est un couple de V.A.R., les lois des \RAX et Y sont appelées lois marginales.

Remarques :

_ Chercher les lois marginales, c'est donc cherfef¢r= x) pour il | et P(Y =y) pour jO J.

_ On note souventp=P(X=%) p,;=P(Y =%).

__quand la loi conjointe est présentée dans uraables lois marginales s'écrivent dans les
marges !

Propriété : Lien loi conjointe ou conditionnelllf marginale (Formule des probabilités
totales)

OiDLPX=x)= 2 P((X=%)n (Y=y)) = X P(Y =Y) Py=y)(X =x)
jod jod

Oj0J, P(Y=y =2 P((X=%)n (Y=V)) =2 PX=%)Px=x(Y =Y.
gl gl

Autrement ditdiOLp.= > p; O0j0J3,pj= D pij
j0Jd il

Exemples (suite des exemples précédents) : 1)

X=x\Y 2 3 4 5 6 p
1 1/9 1/9 1/9 0 0 1/3
2 0 1/9 1/9 1/9 0 1/3
3 0 0 1/9 1/9 1/9 1/3
P, 1/9 2/9 3/9 2/9 1/9 1

2) Loi marginale de X : on voit queX- G(1/3).
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Loi marginalede Y : (j > i i <))

0j=2,
+ 00 -1 + o
PY=)=2P((X=D)n(Y=)=2 P(X=i)n(Y=))+2 P(X=Dn (Y=}))
i=1 i=1 i=j
CHoN-2 2Ni-21
‘E@ s+0=0-23 g

1.3 Variables aléatoires indépendantes

Définition : Sidi O letdjOJ, P(X =% n (Y =y)) = P(X =x) x P(Y = y), on dit que X
et Y sont des variables aléatoires indépendantes.

Remarque : autrement dit, X et Y sont indépendasitesseulement si les événements (X =
x;) et (Y =y) sont indépendantsi O I, O j O J.

Exemple : P(X=2n (Y =2))=0 P(X=2)P(Y=2) % X % :2i7' X etY ne sont pas
indépendantes.
Conclusion

AB) =P(An B)/P(B)
Loi conjointe > Lois conditionnelles
P((X=x)n (Y =Y)) < Px=x) (Y = Vi) Ry =yj(X=xi)

P(AB) = P(A)RA(B)

FPT si X,jntlep FPT

P(X=x)=2 P((X*¢)n (Y=y))

P(Y=y)=Y P((X=x)n

P(X=Xn(Y=y)) = POXF) =X P(Y = y)Py=y) (X=X0)
]

XP(Y =) PY =) =2 P(X=X)Px=x) (Y=Yj)

Lois marginales
P(XX=x) P(Y=Y)
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2. Exemples d'utilisation d'un couple de V.A.R.D.
Dans toute cette partie, on considéere des V.A.R.\Xaleurs dans N.
21P(X=Y)

Introduction Soient X et Y deux VARD telles que}(={1,2,3} et YQ) = {1,2,3}

PX=Y) ?

X=Y)=(X=Dn(Y=2)O ((X=2)n(Y=2)) O (X=3)n(Y =3))
=0L(X=k) n (Y =K)

Donc P(X = Y) :i P((X = k) n (Y = k)
k=1

Propriété :
Soit X et Y deux variables aléatoires telles qu@X£ Y(Q) = {i O I}.
Alors (X=Y) =0ig, (X=0) n (Y =1i)) et

PX=Y)=2P(X=0)n (Y=0)
igl

Exemple :

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendagtesuivent toutes les deux la loi
géométrique de parametre p. P(X=Y) ?

X(Q)=Y(Q)=N

PX=Y)=> P(X=kn(Y=K) =D P(X= k(Y =k) =Y pdp
k=1 k=1 k=1
2 2

R N B P N SO SR __p ___Pp
_pzk%:l(q) _pzk'zz:o(q) _p2 1_q7-_1_(1_p§ _2p_6_2_p

Remarque :

P(X<Y)= SP(X=Dn (Y=))=DP((X=i)n (Y>1)
i01,j03,i<] il

2.2 Loi de max(X,Y)

Geéneéralité

Soient X et Y deux V.A.R.D. telles que &) = Y(Q) O N. On pose Z = max(X,Y)
Alors O k O N, (Z < k) signifie que (X< k) et (Y< k).

Donc P(Z< k) = P(X< k) n (Y <K)).

Exemple :

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendagtesuivent toutes les deux la loi
géométrique de parametre p. On pose Z = max(X,Y).

Déterminer P(& k) (pour k= 2) puis la loi de Z

loide Z ?

Z(Q) =N
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Ok=1, P(Zgk) = P(X< K) n (Y £K)) = P(X< K)P(Y < k)

Or P(X< k) = 1 — P(X > k) = 1 —"g(les k premiers sont des échecs)
De méme P(k k) =1 - ¢

Donc P(Z< k) = (1 — ¢)?

PZ=Kk =P(Z<k)-P(Zsk-1)=(1-§?- (@1 -§YH>?

Remarque : On obtient des résultats analoguesli@oninimum de plusieurs variables
aléatoires en utilisant P&K).

23 Loide X+Y

Introduction Soient X et Y deux VARD telles que¥(={1,2,3} et YQ) = {1,2,3}

OnposeZ=X+Y.LoideZ?

Z(Q) ={2,3,4,5,6}

(Z=2)=X=1In(Y=1) (Z=3)=(X=1n(Y =2)0(X =2)0(Y =1))

Z=4)=((X=In(Y=3) O (X=2)n(Y=2) O (X=3)(Y =12)) ...

De maniere générale

Z=K = (X=In(Y=k=-)OX=2)n(Y=k=2)O...O0((X=k=1n(Y =1))
=0 (X =) n (Y =k=1)

Propriété :
Soient X et Y deux V.A.R. avec ®) [0 N et Y(Q) O N.

AlorsOKkON, P(X +Y =k) = S((X=i)n(Y=k-i)
i app XQ) tel que k - 0 Y(Q)

Exemple :

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendagtesuivent toutes les deux la loi
géométrique de parametre p. On pose Z = X + Yddar ?

Z2(Q)=(2,3, ...}

Ok=2,(Z=Kk) :DE‘:‘% (X=1)n (Y=k-1))donc

P(Z=k)= kilp((X =n(Y =k-1i)
i=1

k-1 k1l , k-1
=Y PX=i)P(Y =k—i) =X d'pd""'p = X p’d* = (k - 1)5d*?
i=1 i=1 i=1

Rappel : Si X et Y admettent des espérances E(E[¥), alors Z = X + Y admet une
espérance et E(Z) = E(X +Y) = E(X) + E(Y).

Remarque : Il faut écrire une décomposition simelaiour la loi de X — Y.
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