1. Notion d’espace vectoriel

On sait additionner deux réels, deux éléments ‘dddBx matrices, deux polynémes, deux
fonctions, deux suites, ...

De la méme maniére, on sait multiplier un réelyaréel, un élément de"Rne matrice par
un réel, un polynéme par un réel, une fonctionyvaréel, ...

On va donner un cadre théorique général a cesactsuiers.

Définition (intuitive) :

Soit E un ensemble.

Si on a défini dans E une addition et la multigima par un nombre réel, on dit que E est un
espace vectoriel.

Dans ce cas, les éléments de E sont appelés desingeet les éléments de R des scalaires.

Exemples :
_ Mni(R) est un espace vectoriel :

X1 Y1 X1+tWy }\Xl
siX=|..|,Y=|..|etA\OR, onadéfiniX+Y etAX =| ... |
Xn Yn Xn * ¥n AXn

X1
On peut identifier Ret M, 1(R). On utilisera donc les notations (X., %) ou[ J
Xn
_My(R) :si A, BOM,(R) etA O R, on a défini A + B ehA.
_ R[X] (ensemble des polynémes) et[K (ensemble des polynémes de degn&) sont des
espaces vectoriels :
siP=aX"+...+aX+a,Q=0hX"+..+01X+bpsont des polynémes, Bf] R, on a
défini P+ Q = (R+ b)X" + ... + (@ + b)X + (a0 + by)
etAP = Qa)X" + ... + fa)X + Aay. R[X] est un espace vectoriel.
__I'ensemble des suites, I'ensemble des fonctiéisiels sur R, I'ensemble des variables
aléatoires sur un unive€s etc... sont des espaces vectoriels

2. Les sous-espaces vectoriels
2.1 Définition d'un sous-espace vectoriel

Définition :

Soit E un espace vectoriel et F une partie de E.

Alors F est un sous-espace vectoriel de E si :

(SE1): 00 F (ou F£ D)

(SE2) :OXOF,OX OF, X+ X'OF (F est stable par addition)

(SE3) :OX OF,0OAN0OR,AX OF (F est stable par multiplication par un sca)aire

Remarques : _ (SE2) et (SE3) sont équivalentes 3 DI F, 0 X' OF, OAOR,AX+ X' OF
__Un sous-ensemble est en général défini commeebeble des éléments qui vérifient une
certaine propriété. Il faut donc vérifier que sudl@&léments vérifient la propriété, leur somme
aussi, et le produit par un réel aussi.
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Exemples :

1) 1) Soit F={(x, y, ZJ R®| x + 2y -3z = 0}. B R®

0+ 20 -3x0=0donc (0,0,00 F.

_siX=(xyzdFetsiX'=(X,y, 2 JF, x+2y—-3z2=0 etx'+2y'-3z=0
Alors X+Y=(x+x,y+Yy,z+2)

etx+x' +2(y+y) -3(z+z")=x+2y+x2'=0+0=0.

Donc X + X' F.

_SiX=(xy)OFetsiA OR,AX = (Ax, Ay, Az)

(AX) + 2Q0y) — 3Q\z) =A(X + 2y — 3z) =Ax0 = 0 donaAX O F.

Donc F est un sous-espace vectoriel de R

2)SoitF={(x,y) R,2x— y+3=0} HR%
mais 0 — 0 + 3% 0 donc 00 F. F n’est pas un sous-espace vectoriel fle R

3) Soit A = G 32)

Soitr ={M O Mz(R) | AM = MA}. 7sev de M(R) ?

_AxO=0 A =0donc &O =0OxAdonc O 7

_soient Ml 7 et M'0 7 : donc AM = MA et AM' = M'A

M+MOg? AM+M)=AM+AM'=MA + MA=(M + M)A doncM + M' I 7.
_sotMOFetAOR: AM=MA AMO#?

A(AM) = A(AM) = A(MA) = (AM)A doncAM [ 7.

Donc 7 est un sous-espace vectoriel dg€IR)

Remarque (Oral) : L'ensemble des fonctions consintensemble des fonctions dérivables,
etc... sont des sous-espaces vectoriels de I'ense@bl®nctions.

X1t ... tapkp= 0
Propriété : Soit (S) un systéme linéaire homogéne : .
_ . X1t ... t@app=0
Alors I'ensemble des solutions du systéme formsaus-espace vectoriel dé.R

Remarque : Ex 1 :F ={(x, y, ) R®*| x + 2y - 3z = 0O}.
F est I'ensemble des solutions d'un systéme lmé&aimogéne, donc c'est un SEV dé R
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2.2 Sous-espace vectoriel engendré

Définition :

Soit E un espace vectoriel et, X, ..., X%, une famille de vecteurs de E.

Soit YO E. On dit que Y est combinaison linéaire dg X, X, s'il existe des nombres réels
A, ...,)\p tels que Y A X1+ AXo + ...+)\po.

1 2 -1
Exemple : X =| -2 X, =3 Y =|-12
4 0 12

La matrice Y est-elle combinaison linéaire deex X, ?

a+2b=-1 b=-2
Y=aX;+bXy, = {-2a+3b=-12- { b=-2
4a=12 a=3

DoncY =3X —2X

Définition - Propriété

Soit (Xy, ..., X) une famille de vecteurs de E.

L’ensemble des combinaisons linéaires dg (X X,) est noté Vect(X ..., Xp). (0u <X, ...,
Xp>)

C'est un sous-espace vectoriel de E, appelé spaseesectoriel engendré par la famillg)(X

0{1,...p}-
{AX1+ ... +AXPavech; O R, ..., A\, O R} = Vect(Xy, ..., Xp)

Si g =Vect(\, ..., Vp), onditque V, ..., V, est une famille génératrice de

Exemples :
_ Soitr = {(2z,-3z,z), Z0 R} O R®. Trouver une famille génératrice de
={z(2 ;-3 ;1), zO R} = Vect((2,-3,1)).
. 3a+2b a-
_ Soitg = {( 94 _3b5’, al R, b0 R} O My(R).

Trouver une famille génératrice de

3a a) (2b -b 31 2 -1
g—{(Za oj”{o _3bj, all IR,bDIR}—{a(Z Oj+b(o _3) alR, b0 R}

-veo((§ 5).(3 3))

Remarques :
_ Dans une famille génératrice, on peut remplaneragteur par un de ses multiples (non nul)
1 2
2 3 1) (2
Exemple:Vect | 1 |, 1 = Vec({ 1 J [ 3 D
2 1 2)\-1
1 3

_ Sig =Vect(\, ..., Vp) et si \}, est combinaison linéaire da V.., Vy.1, alors
F= VeCt(V]_, ...,Vp_]_).

sl I RS HEH R
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3. Base d'un espace vectoriel

3.1 Famille libre

Définition :

_ On dit que (X est une famille libre si

[l ()\1, ...,)\p) [l Rp, A Xy + ... +)\po =0=> A1 =A== .. :)\p =0.

(si une combinaison linéaire est nulle, tous lexffaents sont nuls)

Remarques :

_ Attention au sens de la définition : l'autre sesisévident ! (sShy = ... =Ap = 0 alorsA1X; +
e FAXp =0

__Une famille est libre s'il n'existe aucune relat{sauf O = 0) entre les vecteurs.
_ Si une famille est libre, on dit que les vectegst indépendants, sinon, on dit qu’ils sont
liés.

Exemple : dans R

e av(2)

sowew 02y 3)-(5) - [(5I35- (1257 - [150

U et V forment une famille libre.

_w =(§) et X =(-1Es)s/2)

2N +51=0 {-2)\+5u:0

SIAW +uX =0 { 15 00 o 2A+51=0

3A —5 M= 0~
Il y a une infinité de solutions. La famille n’gss libre.
Propriété :
_Une famille composée d'un seul vecteur formefamglle libre si et seulement si le vecteur
est non nul.

__Une famille composée de deux vecteurs est ligeseulement si les deux vecteurs ne sont
pas colinéaires (SEULEMENT AVEC 2 !!)

Ex : Pour les exemples précédents : U et V neamtolinéaires, donc (U, V) est une
famille libre.

W et X sont colinéaires (X =g-W) . ils ne forment pas une famille libre.
3.2 Base d’'un espace vectoriel

Définition

Soit (Xy, ..., Xp) une famille de vecteurs de I'espace vectoriel E.

On dit que (%, ..., Xp) est une base de E siy(X..., X,) est une famille libre et génératrice.

La définition est identique pour la base d'un sesfsace vectoriel.
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Exemple

3a+2b
Soit F = a-b |,al R, b0R}Base de F?
2a

3 2 3 2 3 2
OnaF=xall|+b|-1al0R,b0O0R=Vect||1]|,|-1||. Donc|1|et|-1 forment
2 0 2 0 2 0

une famille génératrice de F.
Comme ils ne sont pas colinéaires, ils formentfanglle libre de F, donc une base de F.

Propriété - Définition :

Soit (Xy, ..., Xp) une base de E.

Alors tout élément Y E s’écrit de fagon unique Y x&X1 + ... +ApXp, avediy, ...,Ap O R.
(A1, ...,Ap) sont appelées les coordonnées de Y dans la Xase. (X,).

2
Exemple : Admettons que V(rzj etW :( O) forment une base de’R

: 3 .
Soit X :(4) Coordonnées de X dans la base (V, W) ?

2a-b=3 [b=1
x“'J‘VJfbVV“’{2a=4 “{a=2

Donc X a pour coordonnées (2;1) dans la base (V, W)
3.3 Bases canoniques

Définition — Propriété (Base canonique d& R

Dans R : pour ilJ {1,..., n}, on note E= (0,..,0,1,0..,0) (1 a lai-€éme place).

Alors la famille (g, ..., ) est une base de"Rappelée base canonique.

SiX=(x, ..., %), alors (%, ..., X;) sont les coordonnées de X dans la base canonique.

Exemple : Dans R

1 0 0
Ei= {0] E = [1J Es= [OJ est la base canonique dé.R
0 0 1

4
Si X ={-1], X a pour coordonnées (4,-1,2) dans la bageHE Es).
2

Définition — Propriété
Dans R[X] ey =1, @=X _e,=X"forment une base, appelée base canonique.

SiP=g+aX+...+aX, P apour coordonnées,a, ..., &) dans la base canonique.

Ex : (1, X, X) est la base canonique de[K]
SiP=3X-2X+1 les coordonnées de P dans la base icareosont : (1;-2;3).
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Définition - Propriété

0 .. 0
Dans M, ,(R) si on note | =[ 1 J pourill{1,..,n}, j O{1,..,p}.
0O ..0

sl=N, 1= =

Ex : Base canonique de,liR)
10 01 00 00
E1,1=(0 o) Elf(o o) 5’1:(1 o) 5’2:(0 1)

3.4 Notion de dimension

Propriété — Définition Dans un espace vectoridbhtes les bases de E ont le méme cardinal.
Ce cardinal est appelé dimension de I'espace vettor

Propriété :

D'aprés les bases canoniques vues dans le paragregaedent :

R" est de dimension n. M(R) aussi, M 5(R) est de dimension xp.
R,[X] est de dimension n + 1.

Attention au vocabulaire : cardinal de la basemadision de I'E.V.

Propriété : Soit E un espace vectoriel de dimension
Alors toute famille libre de n vecteurs est unechds E.

Ex:

1 1 0

Soit U :(ZJ, V= (OJ et W :[OJ. (U, V, W) base de R?
3 1 2

dim(R®) = 3. Donc il suffit de montrer que (U, V, W) foemt une famille libre.

atb=0 b=0
au+bv+cW=0-72a=0 -~ 1a=0 Donc (U, V, W) forment une base dé.R
3a+b+2c=0 [(c=0
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4. Applications linéaires
4.1 Définition

Définition :

Soient E et F deux espaces vectoriels. Soit f ppécation de E vers F.
On dit que f est une application linéaire si :

(LINL) O X, X' OE? f(X + X') = f(X) + f(X)

(LIN2) OX OE, O OR, fAX) = Af(X).

Remarque :
(LIN1) et (LIN2) peuvent étre remplacés par :
OXDOEOX OEOMNOR, fAX + X') =Af(X) + f(X)

Vocabulaire :
__une application linéaire de E dans E est appeieandomorphisme.
__une application linéaire de E dans R est appatésgforme linéaire.

Exemples :
R%::. R?

1) Soitfy | (2x—y+z)
);:”” X — 22

X X’ X+ X
(LIN)) SiX=y | X=|Y X+X =|y+y
Y4 Z’' z+Z7

N (264 X) = (Y HY) + (2 +2)) _(2X—y+z+2X —y +7

f(X+X)_( X+X =2(z+2) )_( X—2Z+X =27 )
2 _ 2 1_ ' L

=( XX _yzw; z)+( Xx’ _yz;z ):f(x)+f(X’).

X AX
(LIN2) si X = [y ] etAR AX = [)\y }
z Az
_[20) = Qy) + Az) ) _(A2x -y +2)
fAX) = ( (AX) — 2Q\2) ) _( A(X — 22) )
Donc f est une application linéaire.
2) Soit f :{ 'FFf[X] DPD.*_'RP[X]
OPOR[X], OQUR[X],fP+Q)=P+Q)-(P+Q =P +Q =P -P+Q'-Q
= f(P) + f(Q).
OAN DR, fAAP) = AP)' -AP =AP' —AP =A(P' — P) =Af(P).
Donc f est un endomorphisme de R[X].

2X—-y+z

:A( N )=)\f(X).

Propriété :

Soit E et F deux espaces vectoriels, et f une equpn linéaire de E vers F. Alors :
_f0)=0

_ l'image d’'une combinaison linéaire est la comlsioa linéaire des images :

Si X =A1X1 + ... +ApXp, alors f(X) =A1f(X1) + ... +Af(Xp).
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4.2 Représentation matricielle des applicationsdires

Propriété :

. L Mp 1(R) o5~ Mj (R L
_ Soit MO M, ((R). Alors I'application f { X ‘7’]’1](4 l\)llx ni(R) est une application
linéaire.

_ Inversement, si f une application linéaire dg:(R) dans M 1(R).
Alors il existe une matrice MJ M, o(R) telle que 1 X 00 Mp 1(R), f(X) = M¢ X.
M; est appelée matrice de 'endomorphisme f dankdess canoniques.

Exemple :

e 2 (X 2X +y
Soitf: RPoo- R ’(yj””(-x+3yj

X 2 1)\x T : 21
AIorsf(y):(_l 3)(yj‘ Donc f est une application linéaire de matrlqezl\@_l 3)

Remarque : Les colonnes de 86nt les images de la base canonique
. 1 0 2 1
Base canonique de’RE; = ( O) E :( lj f(Ey) = (1) f(Ey) = ( 3)

donc M contient les vecteurs colonnes fH(E>).
4.3 Noyau et image d’une application linéaire

Définition :

Soit f une application linéaire de E dans F.

On appelle noyau de f, noté Ker f, 'ensemble dee@dents de 0.
Kerf={xOE|f(x)=Q}

On appelle image de f, noté Im f, 'ensemble desges par f des éléments de E.
Imf={f(x), x OE}={y OF |OxOE,y=1f(x)}.

Attention : Ker fO E, ImfO F.

Remarque : YO Im(f) si et seulement si I'équation f(X) = Y adnaet moins une solution.
= Y admet au moins un antécédent par f.

Propriété : Soit f une application linéaire de Bsl&.
Alors Ker f est un sous-espace vectoriel de Enet ést un sous-espace vectoriel de F.

Exemple :

: 2 X X — 2y )
Soit f R?oo- R (y)JL (_ x/2 +y)
Déterminer Ker f et Im f.

X x—-2y=0 X—2y=0
—(y)D Kerf - {-x/2+y:0‘: {0=0L2 2+l
On prend y comme inconnue secondaire : X = 2y
Ker f={(y,2y), YO R} ={y(1;2), y O R} = Vect((1,2)).

. R . -2y =
_ Soit Y = (a,b)J R% On cherche a quelle(s) condition(s) le syst%r_)ﬁxgz +y zabadmet une
ou des solutions.
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-2y=a : , ,
(S) = {é _ ay+ 2b admet des solutions si et seulement si 0 =la + & = -2b

Im f = {('be), bOR}= Vect((_lz)).

Propriéeté : Si f est une application linéaire de:(R) vers M, 1(R) et si g, ...,e est la base
canonique de Wh(R) alors Im f = Vect(f(k), ..., f(E))

Exemple précédent :

Base canonique de’Re, = ( ) ete :( )

@-(5729)-( &) 102 oo v 1)2)

Or(_lllz)z-l( jdonc Im(f) = Vectg j)

Propriété :

Soit f une application linéaire de E dans F. Ators
_ festinjective si et seulement si Ker f 0

_ fest surjective si et seulementsiimf=F

Démonstration :
si f est injective : soit Xl Ker f : alors f(x) = 0 donc f(x) = f(0) comme $tanjective x = 0.
Donc Ker f = {0}.
_siKerf={0}:sif(x) =f(x) f(x)—f(x)=0 f(x—x)=0 (flinéaire)
Donc x —x’OKer f,doncx—x"=0 x=xX.
__surjectivité : immeédiat d’apres définition.

Exemple précédent : kerf{0} donc f n'est pas injective.
Im f # R? donc f n'est pas surjective.

Propriété :

Soit f un endomorphisme desMR) de matrice Mdans la base canonique.
Alors f est une bijection si et seulement siddt inversible.

Dans ce cas’fest un endomorphisme et M M;™*

e 2X + v 2 1\ X
Ex: {y)_(-x+3y)_(-l 3)()/)
On peut montrer que M (:21 é) est inversible et que ﬂ/lz%@ élj

Donc f réalise une bijection de’Bur R et son application réciproque est :

-6 46
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4.4 Applications linéaires et systeme linéaire :
Soit un systéme linéaire qui s’écrit AX = B, ave¢DM, 1(R) et AT M, o(R). B O My 1(R).

Soit f l'application Iinéair% )l\?pm’lm(sg\;a Mna(R) .

Alors les solutions du systeme homogéne associdesaléements de Ker(f).

En effet AX =0+« f(X) =0 = X O Ker(f).

L’ensemble des solutions d’'un systeme linéaire hggme est donc un sous-espace vectoriel.
Le systeme AX = B a des solutions si et seulemérebséste X tel que f(X) = B, donc si et
seulement si Bl Im f.

Systeme de Cramer :

Propriété :

Soit A0 Mp(R). Les trois conditions suivantes sont équiveden
(i) A est inversible

(ii) le systeme (S) : AX = 0 est un systéme de @Gam

(i) 'endomorphisme f { )I\glr;ml(?)zm Mna(R) est bijectif.
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