1. Dérivée et variations d'une fonction

Théoréme :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ett et soit » [ I.

Alors f admet un extremum local ep st et seulement si f ' s'annule gerex changeant de
signe.

Théoréme

Soit f une fonction dérivable sur un intervall@lors :

_ fest croissante sur | si et seulement i1 1, f'(x) =0

_ fest décroissante sur | si et seulementsi I, f'(x) < 0.

Remarques :

_silx O 1f'(x) > 0 (sauf éventuellement en des pointéas) alors f est strictement
décroissante. (analogue pour décroissante)

_ Pour étudier le signe de f', il est parfoiseutilétudier les variations de f ', donc le signé de

2. Prolongement des fonctions €

Théoréme de prolongement de la dérivée :

Soit f une fonction continue sur un intervalle Jeebde classe tsur Ja;b].

_ Sif'admet une limite finie en a, alors f estothsse Esur [a;b] et f'(@) = linf ‘().
X - a

_ Sif"admet une limite infinie en a, alors fat'pas dérivable en a (graphiquement :
tangente verticale en a)

Exemples :

-1/X > o
1) f(x) :{ 8 i il : o fest C sur ]0; +w[ (composée de fonctionsC

Iimof(x) = Iimoe'l’x =0 = f(0) donc f est continue en 0.
X - X -

six >0, f'(x) :;12_6-1/x Iimof ‘() = 0 (croissances comparées)
X —
donc f est dérivable en 0 et f '(0) = 0.
2) g(x) =\x C sur [0; +oo[ et C* sur ]0; +oo[ avecx > 0, g'(x) :ﬁ

) 1 , .
lim —= = + o donc g n'est pas dérivable en 0.
X o2 x gnestp
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3. Inégalité des accroissements finis
3.1 Inégalité des accroissements finis

Théoréme : (IAF) ¥°version

Soit f une fonction dérivable sur un intervallebja(a< b).

S'il existe deux réels m et M tels quec [ [a;b], m< f'(X) < M,
alors m(b — ax f(b) — f(a)< M(b — a).

Exemple :

Montrer que] k [J N* , L

2Jk+1

Posons f(x) =\/;< sur [k ; k+1].
f(@:5%= sixO[kk+1] ksx<sk+1 o 2fks2fx<2a/k+1
X

1 1 1 1 1
- < < o <f'X)s—F
2fk+1"2/x 20k 2k +1 *) 2k
Donc d'apres l'inégalité des accroissements finis,
1

1 1 1
&R:EW+1—kﬁKk+D—K@saﬁm+1—k%wgﬁijsﬁk+rﬂﬁ35ﬁ

1

r

<k +1—/ks

Théoréme (IAF) 2"version
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

S'il existe un réel K tel qué x I 1, |f "(X) | < K, alors pour tous X [1 1,

|f(x2) — f(x0)] < K |x2 = x|

Remarque :
| fF) K - -Ks () < K.

Pour montrer que — K f '(x) < K, il faut souvent étudier les variations dedn, étudiant le
signe de f".
_ il faut bien vérifier que xet % appartiennent a I'ensemble | !

3.2 Application aux suites récurrentes

Beaucoup d'exercices se présentent sous la forivensel Les résultats sont a redémontrer a
chaque fois.

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Gmppose que | est stable par f.

PP . ) Uo 1
On définit la suite (§) par { On0 N, Uy = f(U)

Puisque | est stable par f, on peut montrer (paurrénce), que pour toutN, u, O 1.
Supposons que :
_ fadmet un point fixe O |

_il existe un réel k2 0 (si possible < 1) tel que x O |, |f'(x)| <K
Alors, puisque gleta appartiennent a |, d'apres I'lAF, on a :
|f(un) —f(O()| < K|un—0(| e |un+1—0(| < K| un—a|
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D'apres cette derniére inégalité, on peut monterdcurrence, que :

lun—a| <K"uo—al (ou] w—a| <k™u—al...)

Donc 0< | u, —a| < K" up —a

Sion a K <1 (ce qui est trés souvent le caﬂ% IK”| Uo —a| =0, donc d'apres le théoreme

des gendarmes, Iivhlun —0(| =0, donc limu,=aq.
n - +oo n - 4o

Exemple :
=0
Soit (u) la suite définie pary: _5+3u.
O nOIN, un+1—4+4u1
On suppose qu'on a déja montré gued N, u, O [0;2].

Soit f définie sur [0;2] par f(x) % : jﬁ

a) Montrer qued x 0 [0;2], | f*(x)| s%

b) Montrer qued n 0 N, | Un+1— ]J s%| Un — 1|

c) Montrer qued n0 N, | Un — ]J s% . En déduire la limite depju
von _3(4 +4x) —4(5 + 3x) 8 _ 1
AV ="""g @R 2@+ XY

1 1

1 1
20+xF =2 20+xf 22

Donc % <f(x)<0. Donc| f'(xj s%

six20 1+x21 (L+xf=1

b) 100 [0;2], v, O [0;2] et sur [0;2]] f'(xbs%. D'aprés l'inégalité des accroissements finis,

[t~ @) <5t =1 =1 <3| n -1
c) Par récurrence sur n :

_pourn:O| u—ﬂ=|-1| =1 515:1 dond u—]JsEl;

_si| w—1 s%alors | W= 1 s%|un—]J S%X%SZ%L
Conclusion 1 nO N, |un—]J s%.

0<|u,—1 s%. nlirr)w% = 0, donc d'apres le théoréme des gendarmegufimi| = 0, donc

limu,=1.

n - +oo
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4. Convexité

Définition :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1.

On dit que f est convexe sur | si la courbe reprisgive de f est au-dessus de ses tangentes en
tout point de |.

On dit que f est concave sur | si la courbe reptdsiwe de f est en dessous de ses tangentes
en tout point de .

Courbe : f convexe f concave

-1
-t
-2
-3
-4
-5
-5
-1
/
At}
11

Remarques : f est convexe les arcs de courbe sont en-dessous des cordes.
f est convexe- La courbe de f est "tournée vers le haut".
OxO1, OyOl f(y) = f(x) + (y — x)f '(X)

Propriété :
_ Sif est dérivable sur I, alors f est convexelsiiret seulement si f ' est croissante sur |.
_ Sifestde classe’@ur |, alors f est convexe sur | si et seulemiht & 0 sur I.

Définition :
On appelle point d'inflexion d'une courbe un poil
ou la courbe traverse sa tangente.

Propriété : Si f est une fonction de claséea |
et si f " s'annule en changeant de signeealars
la courbe de f admet un point d'inflexion en x

Exemple : f(x) =X — 3¢ C” sur R
variations et convexité de f ?

f'(x) = 3% — 6X = 3xX(X — 2) I
X - 0 0 2 oot :
f'(x) + 0 - 0o + :
f(x) / /m :
- -4 1 Z 4
f"(x) = 6x — 6.
X - 00 1 ob
f"(x) -0 +
convexité | concave convexe

Point d'inflexion d'abscisse 1 (1) = -2 Caomént directeur de la tangente : f'(1) = -3
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