1. Dérivée en un point

1.1 Dérivabilité en un point

Définition : Soit f une fonction définie sur un @mtvalle |, et &1 .
. fx)=f(a) . . , .
Si lim i—ua—) existe dans R, on dit que f est dérivable en a.

Dans ce cas, on note f'(a) = %xﬂfag)' f'(a) est appelé le nombre dérivé de f en a.
X - a -

N e ) =f@) . .
De méme, si Im@,i—ua—) existe, on définit la dérivée a gauche en a eamgd§(a) = lim

X - a X - X - a
M. (de méme a droite).

9 x-a
Remarques :

. . . . f(a+h)—f(a)_ . , .
_On aaussi: festdérivable era»ahllmo h existe. Et dans ce cas, f (a2I = OI|m
f(a + h) —f(a)

h

f(x) — f(a
Lxua_) est appelé taux de variation de f entre a et x.

Exemples :
1) f définie par : f(x) = X+ 3x — 1
f(x) f(2) X+ 3x—1-— 9 X2 +3x 10

f dérivable en 2 ? f(2) = V- =3 (F.1)
=% _f X2+ Y=x+5  donc |iI2r‘I£—L(—)f XX_ f22 =2+5=7 donc festdérivable en 2 et f(2)
_ c | —

=17.
(avec formules de Term : f'(x) =2x +3 f(2)B

2f{[0+°°[w dérivable en 0 ?
) xmﬂ\/;( érivable en 0 ~

) =10) i lim—= CRP. donc f n'est pas dérivable en O.
X=0 & X~ 0\

2
3) f définie sur [0; o[ par HE)(% _ X‘In(x) si x>0 . f est-elle dérivable en 0 ?
2
f(xz(— f(()O) =X In()>:) —0_ xIn(x) Iimoxln(x) = 0 (croissances comparées), donc f esvdile
— X -

enOetf'(0)=0

Remarque : Dans la recherche de limite, il estgmihtéressant de reconnaitre la forme d'un

taux de variation : Iingm.

X - a X—a
CpeAx =1 WX=1_f)—-f(1) .\ _ 1
Exemple.xllnf)%.F.l. avecf(x)=\/;< x—1- x—_1 f(x)—2 »
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Or lim 169 ~ (1) =f'(1) donc Iim‘3£1:i -1 (vérifier par forme conjuguée).
x-1 X-—1 xo1x—1 2\/_1 2
Propriété : Si f est dérivable en a, alors f esticoe en a.

Démonstration : pour % a, f(x) = f(x) — f(a) + f(a) JQ%Q)(X —a) +f(a)

lim Kéu@(x —a) =f(ax 0 = 0 donc linf(x) = f(a)
X - a X = a X - a

Remarque : la réciproque est fausse ! f peut émérwe sans étre dérivable.
X 0o \/; est continue en 0, mais pas dérivable. Idem [zoualeur absolue.

Propriété : Développement limité d'ordre 1 de fen
Si f est dérivable en a, alors f(x) = f(a) + (X}¥'é) + o(x — a)

Démonstration : |in¥5%§) =f'(a) donc il existe une fonction g telle que :

Ox# a,mxu_fag) =f'(@) + g(x) avec):( Iir;g(x) =0.
Donc f(x) — f(a) = f(a)(x — a) + (x —a)g(x) xJ(=f(a) + (x — a)f(a) + (x — a)g(x)

Orxlimagx(;ﬁ%@: Xlimag(x) =0 donc (x —a)g(x) = o(x —a) CQFD.

Remarque : f(a) + f '(a)(x — a) est donc une bapproximation de f au voisinage de a (on
parle d'approximation affine de f en a). Cette agpnation sera utilisée dans la méthode de
Newton (cf cours d'informatique).

1.2 Tangente

Définition : Si f est dérivable en a, alors on dfgpangente de {Gu point d'abscisse a la
droite (T) qui passe par le point A(a;f(a)) et gypour coefficient directeur f '(a).

Propriété :L'équation de (T) est alors : y = f(Xa) a) + f(a).

Exemple : f(x) =X+ 3x—1 f(2)=9 f(2)=7
Equation de latangente : y =f(2)(x -2 ) + 2J(x - 2) + 9=7x -5

Remarques :

_ sif est dérivable a gauche (a d.), on dit guadinet une demi-tangente a gauche (a droite)
_ sixlimawxﬂ_fa@ =00, on dit que €admet une tangente verticale (d'équation x = a).

_ l'expression de la tangente est I'approximatibineade f. La tangente est la droite qui
"approche” le mieux la courbe au voisinage de A¢);f

_f'(@) = 0= C; admet une tangente horizontale en a.

Lors du tracé d'une courbe apres I'étude d'undifondes tangentes horizontales et les
tangentes trouvées précedemment doivent obligatemeapparaitre ! (sous forme d'une
double fléche)

_ la courbe doit étre effectivement tangente dasgentes.
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2. Dérivée sur un intervalle

Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle 1.

Si, pour tout d1 |, f est dérivable en a, alors on dit que f esivdéle sur .

Si f est dérivable sur |, on appelle fonction déede f la fonction, notée f', qui a touflx
associe le nombre dérivé de f en x.

Remarque : f '(x) est aussi no%{e

2.1 Dérivées des fonctions usuelles

Propriété :
f dérivable sur f'
fx) =x%, a OR R, sia ON f'(x) =ax® !
]- ;0] et ]O; +oo[, sia O Z - N
]0; + oo[ SinoON
f(x) = & R f'(x)=¢
f(x) = In(x) 10; +oof £1(x) =%

1 1 1
V2-1_ £,-102

) _ U2 oy L
Exemples : f(x) =\/;< =X pour x > 0 f '(x) X 5 2\/;(

()=2=x> f(x)=-20%2°=%

2.2 Opérations sur les fonctions dérivables

Propriété :
Si u et v sont deux fonctions dérivables sur | &tlS R, alors

1,. . u, . . L.
U+ VAU, WXy, WP v (si v ne s'annule pas)§(3| v ne s'annule pas) sont dérivables sur | et :

(U+Vv)=u+V Xu)=Au (uv) =uv+uv (21) = 2uu’ (%j = -VVZI— (sj — u'VV— uv'

Démonstration : Soit &l |
Posonsf=u+v

100 = f(2) _ ux) * v(x) = (u(@) * V(&) u(x) = u(@), ) = V@0 tend vers u(a) + vi(a)

X —a X—a X —a X —a
Posons f Au
f(x) — f(a) _ Au(x) -)\u(a):)\ u(x) — u(a)tend vers\ u '(a)
X—a X —a X—a

Posons f = uv
f(x) —f(a) _ _uX)v(x) — u@v(a)_ux)(v(x) — v(a)) + u(x)v(a) — u(@v(a)
X—a X—a X—a

v(X) — v(a) u(x) — u(a)
=u() X—a +v(@)x X—a
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u est dérivable, donc continue en a : li(rR) = u(a)
X - a

donc tend vers u(a)v'(a) + v(a)u'(a)
avec Vv =u, onobtient :xw) =u'u+ uu'=2u u'

Posons f :%
1 1 v(@-Vv(x)
f(x) —f(a) _v(x) v(@) _ v(@v(x) _ 1 v(x) — v(a) 1 .
x—a  x—-a  x-—a _v@EvX = x-a tendversw—a)zxv(a)
(Hj :(u xlj' = u'><1 + ux (lj :E_ ullzl— :—Z—U'V ~uv'
Y Y Y v) Vv v Y

Exemple : f(x) = RIn(x) sur ]0; +oo[ f est dérivable comme produit de fonctions dhies.
f(x) = 2xIn(x) + x&% = 2xIn(x) + x.

Propriété (dérivée d'une composee) :

Soit u est une fonction définie sur un intervalig ¥ une fonction définie sur un intervalle J
tel que f(1)O J. Soit a1 I.

Si u est dérivable en a et si si v est dérivabl&aralors v u est dérivable en a

(veu)(a) =u'(@axkv(u(@) ((vu)=uxvou)

Démonstration :
fx) = f(a) _ v(u(x)) — v(u(@))_ v(u(x)) — v(u(@)), u(x) —u(a)
X—a X—a u(x) —u(a) X—a

u continue en a donc lion(x) = u(a). Posons u(a) = b.
X - a

Commex Iingﬂﬁm =v'(b) = v '(u(@)), on obtient la formule

Corollaire :

Si u est une fonction dérivable sur I, alors :

_OnON, uest dérivable sur | etYi=u'x nd"~* (idem avec Giaveca O R si u(x) > 00
x Ol

E ticuli :El'=2 ' ':LI _.=_U'
n particulier : (0) uu (/G) 2\/?1 (;L) 7
__exp(u) est dérivable sur | et (exp(u))' =&xp(u)

. - u'
__siune s'annule pas sur I,| Ir{Q ast dérivable sur | et (I|n(|))' =u

Exemple : Soit f(x) {%)33 sur J-oo;-1[ O ]-1; + o[ f(x) = u(x)*

f est dérivable comme composée de fonctions ddesasil] x # -1, f(x) = 3% u'(x) x u(xy

v _-(LE+X)=(L=x)_ -2 . -6 1—x\2
) =Ry done ) =gy (15
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2.3 Dérivée d'une réciproque

Propriété :
Soit f une fonction bijective de | sur J. Soit gf@action réciproque.
Si f est dérivable sur l et Bix [0 1, f '(X) # 0, alors g est dérivable sur J et
1 1
OydJd, dly) == = o
YE% 80 gy (o)

Démonstration :

Soit b[J J. Posons a = g(b)( b = f(a))

a(y) — g(b)_ 1 _ 1
y-b y-b f(a(y)) —f(a)

agy)—g®)  aly)-a
f est continue sur I, donc g est continue surn]:dtimbg(y) =g(b) = a.
y -

- f(X)—f(a) _ . o) —gb)__1 __ 1
or Jim 5ot = 1'@. Done =305~

Remarques :

Sionaf(a)=b

_sif'(@)z 0, alors T est dérivable en b et {f(b) :T{a)
_Sif'(a) = 0 alors ¥ n'est pas dérivable en b.;@dmet une tangente verticale en b.

Exemples :
__exp realise une bijection de R sur JOxf: De plus,lIx O R, exp'(x) = exp(x¥ 0. Donc la
1 1

fonction réciproque, In, est dérivable sur |Gpf et x [1]0; + oof, In'(X) :m: X

_f(x) :%x3 — +x On suppose qu'on a montré que f bijectioRdair R

Soit g son application réciproque.
f'(x) =x*—2x + 1 = (x — Hdonc f* s'annule en 1.
f(1) :% donc g est dérivable sur R — {1/3} 6ty O R — {1/3}, g'(y) =3 1 L L

o)) _ (@) - 17

En 1/3, G admet une tangente verticale.
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3. Fonctions G, C”

Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle 1.

_ Si f est une fonction dérivable sur | et si$t elle-méme dérivable sur I, on dit que f est
deux fois dérivable sur I, et la dérivée de f téedf " ou 2 est appelée dérivée d'ordre 2 de f.
_ On peut définir de la méme maniéf@ f.., {7 .... De maniére général@f) = V'

Exemple :
fX)=x+3¢—2x+1 f(x)=3%+6x—-2 f"(x)=6x+6 Px)=6 %) =0..

Définition :

_ Sifest continue sur I, on dit que f eSts0r I.

_ Sifestdérivable sur | et si f* est continuelsalors on dit que f est de classesar I.

_ SinON, sif est n-fois dérivable sur | et §/fest continue sur I, on dit que f est de classe
C"sur |

_si0n0ON, fest de classe"Con dit que f est de class&.C

Propriété :

Les polynémes, la fonction exp sont de clas$s@ R, la fonction In estCsur ]0; +oo[.
Propriété :

Soit n un entier naturel ouos.

La somme, le produit, le quotient (s'il existe)ctanposée (si elle existe) de deux fonctions
de classe Cest une fonction de classé. C

Ex : la fonction f(x) = Zn(x) est C sur ]0; +eo[ comme produit de fonctions™C
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