1. Notion d’application
1.1 Définitions

Définition :

Soient A et B des ensembles. Une application f der& B associe a tout élément x de A un
unique élément y de B. On note y = f(x).

y es I'image de x par f. x est un antécédent dary.p

A est appelé I'ensemble de définition de I'applicatf. B est appelé 'ensemble image.

si X est une partie de A, on appelle image dexfpnotée f(X), I'ensemble des images des
éléments de x. f(X) = {f(x), X1 X}
f(X) est un sous-ensemble de B.
si Y est une partie de B, on appelle image régipe de Y par f, noté&gY), I'ensemble
des antécédents des éléments de YX(Y)f= {x O A | f(x) O B}
f(Y) est un sous-ensemble de A.

Exemple :
Rco- R e , .
_f: N I'ensemble de définition et 'ensemble imagetdB.

f(R) =[0; +oof, f(10;2]) =[0;4] f([0;1]) = [-1;1].

Définition :

Soit A et B deux ensembles et A’ une partie de A.

Si f est une application de A vers B, g une appiboade A’ vers B, et Sil x 0 A’, g(x) =
f(x), on dit que g est la restriction de f a A’, que f est un prolongement de g sur A.

Définition : Soit E un ensemble. On appelle appicaidentité de E I'application :

. Ew- E
'dE:{xmﬂx

Définition:

Soient A, B et C trois ensembles.

Soit f est une application de A vers B et g estajnaication de B vers C.
Ao C

L'application, notée gf, { Xooo g

(f(x)) €St @Ppelée composée de f suivie de g.

Remarque :
Soit f une application de A vers B. Alorsiids =f et icke f =f.

1.21Injectivité - Surjectivité — Bijectivité

Définition :
Soit f une application de I'ensemble A vers I'enbéarB.
on dit que f est injective si deux éléments dids de A ont toujours des images distinctes
dans B. (donc f est injective si tout élément dedBhet au plus un antécédent par f).
O(x, x) O A%, f(x) = f(X') = x = X".
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__on dit que f est surjective si f(X) = B, c'estlite si tout élément de B admet au moins un
antécédent par f.

OyOB,OxOA, tel que f(x) =Y.

_on dit que f est bijective si f est injectivesatjective (c'est-a-dire tout élément de B admet
exactement un antécédent par f).

Remarques :

_ finjective signifie quél y [0 B, I'équation f(x) = y admet au plus une solution.

_ fsurjective signifie quél y O B, I'équation f(x) = y admet au moins une solution
_ f bijective signifie quél y [0 B, I'équation f(x) = y admet exactement une solui

Exemples :
1) patates
. JRoo- R .
2) Soit f{ X oo 2+ 1 f-1)=2 f(1) = 2 donc 2 a deux anterdts. Donc f n’est pas
injective.

f surjective ? 0 n'a pas d’antécéderft4xL =0 < x° = -1 impossible). Donc f n’est pas
surjective.
) R:=:- R
3) Soit g{ Xon 2% — 1
_finjective ? f(x) =f(X)= 2x -1 =2x"— 1= 2x = 2X'= x =X' donc f injective

siyO R, onrésout I'équationg(X) =y 2x—-1=y2x=y+1 X 2\%1 L'équation a

toujours une et une seule solution.
Donc g est bijective.

1.3 Application réciproque

Définition

Soit A et B deux ensembles.

Soit f une application de A vers B. On dit que freed une application réciproque s'il existe
une applicationt de B vers A telle quell x O A, Oy OB, y = f(x) = x = f(y).

Propriété :

Si f A oo B admet une application réciproqtre &lors

OxOA, fif(x)=x etdyOB, f(f'y) =y
(fof=1da) (fo 1= Idg)

Démonstration :

Posons y = f(x) donc'fy) = x « f(f(x) = x

Posons x =f(y) donc y = f(x) = f(f(y))/

Propriété : Soit f une fonction de A vers B. Albedmet une application réciproque si et
seulement si f est bijective.

Remarque : Pour chercher I'expression de la faméfioon résout I'‘équation f(x) = y
d'inconnue x.
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Exemples :

1) Patates
) Roo- R
2) Soit f{ Xon 2% — 1
On a vu que f est bijective, donc f admet une récjpe.
R:- R
Der plus, y = f(X)e y=2x-1< x:%l. Donc f* y oo y+1
2
. . [0, + oo oo~ [0,+ oo L I . .
3) la fonction carré SR: est bijective. Son application réciproque est la
fonction racine carrée. {xy < x :\/3_/)
. R 0. ]0, +oof . L . . .
_ la fonction exp X oo & est bijective. Son application réciproque esblaction In.

(y=€ < x= In(y))

Remarques : _ Sif est bijective, alord{f=f.
_sif:Ass.Betg: Boo- C sont bijectives, alors<f est bijective et (g f)* = . g*.

2. Généralités sur les fonctions numériques

Dans toute cette partie, les fonctions sont déﬁmigl'mf une partie de R a valeurs dans R.
Le plan est muni d’'un repére orthonormé (DIO ).

Définition :
Soit f une fonction définie sur un ensembl&llR.
On appelle courbe de f I'ensemble des points Mlda de coordonnées (x,f(x)), olCkD.

2.1 Restrictions du domaine d’étude

Définition :

Soit f une fonction définie sur un ensembléldR symétrique par rapport a 0.
_on dit que f est paire si et seulemeni si [ D, f(-x) = f(x)

_on dit que f est impaire si et seulemernit si[1 D, f(-x) = - f(x).

Propriété :

Si f est paire, la droite d’équation x = 0 (axe deonnées) est un axe de symétrie de la
courbe G

Si f est impaire, le point O(0 ;0) est un centresgmétrie de la courbe;C

Exemples :

__la fonction carré, la fonction valeur absoluentiére générale f(x) =";avec n pair, sont
paires.

_la fonction inverse, la fonction cube et de manggénérale f(x) =kavec n impaire, sont
impaires.

_ soit f définie sur R par : f(x) §f—xz

D S . .
f(-x) = 3+ (xF 34X " f(x). Donc f est impaire.
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Définition : Soit f une fonction définie sur R €t> 0. On dit que f est périodique de période
TsiOxOR, f(x +T) =f(x).

Remarque :
Pour tracer la courbe représentative d'une fongiénodique, on trace la courbe sur un
intervalle d’amplitude T, puis on reproduit le ghagpar translation.

2.2 Variations et bornes

Définition :

Soit f définie sur un intervalle

On dit que f est croissante sur [5{xy, X2) 0 1%, X1 < X2 = f(X1) < f(X2).
On dit que f est décroissante sur Ds{xy, X2) 0 12, X1 < Xo < f(X1) = f(X2).

Définition :
Soit f une fonction définie sur un ensemble D.
__ On dit que f atteint un maximum epsid x [0 D, f(x) < f(Xo).

minimum eg) x f(x® f(Xo).
__On dit que le réel M est un majorant de la fancfisiOx O D, f(x) < M.
m minota f&m.

__Une fonction a la fois majorée et minorée es bdrnée.

Ex:0Ox0R, € =0 donc 0 est un minorant de la fonction exp sunmigis n'est pas un
minimum (car n'est pas atteint).

Propriété : Limite d’une fonction monotone

Soit f une fonction définie sur un intervalle [4. ;b

Si f est croissante et majorée, alors f admet umiel finie en b.
Si f est croissante et non majorée, alors f a potite + c en b.

Remarque : il existe des propriétés analogues yoeifonction décroissante et minorée ou
sur un intervalle du type ]a ;b].
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3. Continuité d’'une fonction
3.1 Opérations sur les fonctions continues

Rappel : Soit f définie sur un intervalle | gtX 1. f est continue engsi Iimof(x) = f(Xo).
X - X

Définition : Soit f une fonction définie sur un amvalle I.
Si f est continue en tout point de I, on dit questf continue sur I.

Propriété :
Les fonctions constantes, affines, polyndmes somtircues sur R.
exp est continue sur IR, In est continue sur [&]#x - \/;< est continue sur [0; e[, X 05

|x| est continue sur R.

Propriété : (continuité et opérations)

Soient f et g deux fonctions définies sur un inadievl, etA 0 R.
__si f est continue sur 1, alok$ est continue sur I.

_ sifetgsont continues sur I, alors f + g esdgt continues sur |.

. . . . f .
_sif et g sont continues sur |, et si g ne s'@pas sur |, alorg est continue sur |.

. 2¢-1+4§) _ . .
Ex : Soit f(x) = 2x In(%() e (sur]1; +oo[ le numérateur est continu, comme somme de

fonctions continues. f est continue, car quotienfahctions continues.

Propriété : (continuité et composée)

Soit f une fonction définie sur un intervalle luge fonction définie sur un intervalle J tel que
f(1) O J.

Si f est continue sur | et si g est continue sailars g- f est continue sur |.

Exemple :

_ 1 . . .
f(x) = e " sur]-1;1[  Xoo- Tz estcontinue  x:- € est continue, donc f est continue
comme composée de fonctions continues.
Remarque :

Si f est définie par différentes expressions, owliétla continuité de f sur les intervalles
ouverts aux points de raccordemegita part les points de raccordement

Exemple :

. . e f(x) = xIn(x) sur ]O, +oo[
Soit f la fonction définie sur R pa4 f(x) = 0 sur J-=,0] :
_sur ]-;0[, f est constante, donc continue
__sur ]0; +oof, f est continue car produit de fonctions contsue

_en0: lim f(x)= lim xIn(x) =0 (croissances comparées)
X-0,x>0 X-0,x>0

lim f(x) =0 donc f est continue en 0.
X - 0,x<0

Donc f est continue sur R.
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3.2 Propriétés des fonctions continues

Remarques :

_ On appelle segment un intervalle du type | =][ayec a1 R, b0 R.

_ Le "théoréme des valeurs intermédiaires" vu emirale n'est pas ce qu'on appellera a
présent le théoréme des valeurs intermédiaires.

Théoréme des valeurs intermédiaires :
L'image d'un segment par une application contirsielie segment.
L'image d'un intervalle par une application congirest un intervalle.

Corollaire :
Toute fonction continue sur un segment y admet arimum et un minimum.

Remarque : Le TVI signifie que si f est continue ol intervalle [a;b], alors tout réel y
compris entre deux images admet au moins un arggtée I'équation f(x) = y admet au
moins une solution).

4. Fonctions continues monotones
4.1 Image par une fonction continue monotone

Propriété :

Soit f une fonction continue sur [a;b].

_ si f est croissante sur [a;b], alors f([a;b])}&] ; f(b)]

_ si f est décroissante sur [a;b], alors f([a;b[j(b) ; f(a)]

Soit f une fonction continue sur ]Ja;b[ (a, b rémlis+ o ou -)
_si f est croissante sur [a;b], alors f(]a;b[) >(14'r11af(x); XIimbf(x)[

_ si f est décroissante sur [a;b], alors f(]a;b]) h?mbf(x); lim f(x)[
X - X - a

(De méme pour des intervalles du type [a;b[ ou[]p;b

Exemple :
Roo- R .
f {x . f est continue sur R
X -0 0 od
f(x) |+ \ /v
0

f([o, + 00[) = [0, +oo[ f(]- 00;0] = [0’ +oo[ f([-2,-1[) - ]1’4]
f(]-2;1] = [0;4[. @ [1;4[ 1"1)

4.2 Théoreme de la bijection
Théoréme de la bijection : {iversion)

Si f est une fonction continue et strictement monetsur un intervalle I.
Alors f réalise une bijection de | vers f(l)
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Exemple :

Soit f(x) = 3¢*— 4 sur R.

_ fest continue sur R

_ f'(x) = %> 0 donc f est strictement croissante sur R.
_Xlirr+1w f(x) = + o0 x”"lo f(x) = -4. Donc f(R) = ]-4; +oo]
Donc f réalise une bijection de R sur ]-4¢of.

Propriété :

Si f est une fonction continue et strictement monetsur un intervalle 1.

Alors elle admet une application réciprogitedui est continue sur f(I), strictement
monotone sur f(l), de méme sens de variation que f.

De plus la courbe représentative deef la courbe représentative de f sont symétrigaes
rapport a la droite d'équation y = x.

Remarque : si a et b sont finis ou infinis, ix) =b = Iimbf'l(y) =a.
X > a y -

Exemple :
La fonction exp est strictement croissante sur IIWJ%eX = O,X IirgooeX = + 00 donc exp réalise

une bijection de R sur ]0; e].
Sa fonction réciproque, In, est donc strictemeaoissante sur ]0; ¢o].

lim € =0donc limin(x) = - lim € = +o0 donc limin(x) = +
X —» —00 X - 0 X — +oo X — +oo

Courbe :

Théoréme de la bijection : (2 éme version)
Si f est une fonction continue et strictement monetsur un intervalle 1, alor8l yp [ (1),
I'équation f(x) = y admet une et une seule solutigrxl.

Remarques :

__ Il faut bien vérifier que O (1) !

_on adonc f(® = yo (c'est-a-dire x= f*(yo), puisque f est bijective et admet une application
réciprogue)

Exemple : Soit f(x) =’&+ x — 2 sur [0; 4o[. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une
unique solution xsur [0; +oo[. Montrer que ¥ < 2.

_ f(x) =€ + 1 > 0 donc f est strictement croissante sus[&].

f(0)=-1 < Lirgwf(x) =+ o0 donc f(l) = [-1; +oo[

0 O [-1; + oo donc I'équation f(x) = 0 admet une unique soluttgsur [0; +col.
_f(xo) =0 f(2) = &> 0 donc f(x) < f(2). f est croissante dong x 2.
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4.3 Application aux suites implicites

Soit n0 N et soit f, une fonction définie sur un intervalle |I.

Dans certains exercices, on va montrer, graceéuréme de la bijection) quen [0 N,
I'équation f(x) = 0 (ou ...) admet une solution unique gu'on reote.

On définit ainsi une suite de maniere impliciten:ree connait pas l'expression geon sait
seulement que@x,) = 0. On cherche pourtant a étudier cette suagdtions, bornes, limite,
équivalent...).

_ la seule chose qu'on sait syratest que :n{x,) = 0

__ pour comparerpavec un nombre, il faut souvent comparer les image f et utiliser le
sens de variation dg.f(attention a ne pas confondre le sens de vamialéof et celui de )
n.

_ pour étudier les variations dg wn étudie souvent le signe deyfx) — f.(x), puis on
compare f+1(Xn) et f+1(Xn+1)-

Exemple :
Soit n> 1 et f, la fonction définie sur R par (k) = nx — &
1) Montrer quecl n= 1, I'équationf(x) = 0 admet une unique solutiop x

2) Montrer que n> 1, 0< x, s%. En déduireF1 Ii+m<n.

— +oo

3) Pour tout XJ R, étudier le signe de.f(x) — f,(x). En déduire que (X est décroissante.
4) Montrer qued n= 1, nx, = €. En déduire un équivalent dg x

DOn=1,fi/(x)=n+€&>0 im e =0 donc_limfn(x) = + oo
lim -e*=-o donc_lim f(x) = -

X —» =00

X - 00 +0

(%) i ®

- 00

f, est continue et strictement croissante sur R,[&f(R) = R, donc d'aprés le théoréeme de
la bijection, I'équationytx) = 0 admet une unique solutiopnX R.

2)f(0)=-1<0 f{x)=0 f(A/n)=1-&" % <0donc@&"<1donc1-¢">0
Donc £,(0) < fa(Xn) < fa(1/n)  f, est croissante doncOx, s%

.1 . s :
lim n- 0, donc d'apres le théoreme des gendarnmggx,llmo.

3) O X O R frea(X) = fo(X) = (n+1)€ — € — (nx — &) = x
donc f+a(Xn) — fu(Xn) =% 20 fea(Xn) =2 0 or fua(Xne) =0
Donc fi+1(Xn) = fn+a(Xn+1) a1 €St croissante dong X Xn+1
Donc (x,) est décroissante.

4)fi(X) =0 X —€"=0e nx,=¢€

xn lim x,=0donc lim e"=1
n - 4o

n - +oo
¢ 1
donc Im="=1 donc X ~w—

nﬁ+ool n

n
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4.4 Théoreme du point fixe

Rappel : Soit f une fonction définie sur un intedled
On appelle point fixe de f toutX | tel que f(x) = x.

Théoréme du point fixe : Soit f une fonction congrsur un intervalle | et telle que f(I) .
. . - _Uo ol
Soit (u,) la suite définie par{. OnO N, Uy = f(Un)

Si (w) converge vers un réel L, alors L est un poing fife f. (= L= f(L))

Remarque :

Pour montrer I'existence d'un point fixe d'une farcf, il faut en général étudier la fonction
g(x) = f(x) — x et étudier (grace au théoreme deijlection) les solutions de I'équation g(x) =
0. (f(x) =x«= f(x)—x=0.)

Exemple : Soit f(x) = In(x) + 2 sur [1; e[. Montrer que f admet un point fixe.
1-x
X

Posons g(x) = f(x) —x =1In(x) + 2 — x g'(x))l(:— 1= < 0 sur [1; +oof
g(1) =1 limg(x)= lim-x=-co.

g est continue et strictement décroissante sur §[, et O[] ] - 0;1], donc I'équation g(x) =0
(= f(x) = x) admet une unique solution] [1; + oo]
Donc f admet un unique point fixe sur [1¢of.
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