1. Loi uniforme

Définition :

Soit X une VAR telle que X@) = {1,..,n}. (=[[1;n]])

On dit que X suit la loi uniforme sur {1,..,n} Bi k O {1,..,n}, P(X = k) :%.
On note X— U( [[1;n]])

Cas d'application :
Si X prend les valeurs de 1 et n de maniere egoginie, alors X— U( [[1,n]]).

Propriété :

. . - n+1 nf-1
Soit X une VAR qui suit la loi uniforme sur {1,.},mAlors E(X) = > et V(X) = 12
Démonstration :
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Exemple :
On lance un dé équilibré et on note X le résultat.
Il'y a équiprobabilité donc X suit la loi unifornser {1,...,6}.

DoncO k O {1....6} P(X = K) =%.

_6+1_7_ 6°—1_35 _ _[35_1 (35
EX)=737=2735 V0= =13 O(X)‘\/;z‘i\/;

2. Loi de Bernoulli

Définition :
Soit X une V.A.R. telle que X¥) = {0,1}.
Soit p [0;1]. On dit que X suit la loi de Bernoulli derpanétre p (notée B(1,p)) si
{ P(X=1) =p
PX=0)=1-p
On note souventq=1-p.
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Cas d'application :
Soit S un événement appelé "succes" de probapilité&s ="echec a pour probabilité 1-p)

=1 si S est réalisé
X =0 sinon
Alors X suit une loi de Bernoulli de parametre p.
On dit que l'expérience aléatoire est une épreav@ainoulli.

Soit X la variable aléatoire définie pa{

Propriété :
SiX—B(,p)alors E(X) =petV(X)=p(1-p)=pqg.

Démonstration :

E(X)=0«(1-p) + Xp=p ,
EX)=0x(1-p)+Exp=p V(X)=EMX)-EX\=p-p=pl-p)

Exemple :
On lance un dé équilibré. Soit X la VAR qui vaugibbtient le numéro 6 et 0 sinon.
Obtenir 6 est une épreuve de Bernoulli de protté%li

Donc X— B(1,1/6). Donc E(X) g V(X) = % %:3% o(X) :36E

3. Loi binomiale

Définition :

Soit X une VAR telle que X@) ={0,..,n}.

S'il existe pa [0;1] tel qued k 00 {0,..,n}, P(X = K) :({(‘)pk(l —pJ ¥ alors on dit que X suit
une loi binomiale de taille n et de parametre p.

Remarques :
Z P(X =k) = Z (k)p (1-pf %= (p+1-p) (formule du bindme de Newton)

= 1n =1:il saglt blen d'une probabilité

_pour n =1, on trouve P(X = 0)(@)p°(L —p} °=1-p

P(X = 1) :(%)pl(l —p)*t=p On retrouve la loi de Bernoulli de paramgtr®'oul la
notation B(1,p).

Propriété :

Soit S le succes d'une épreuve de Bernoulli denptra p.
On effectue n fois et de maniére indépendant&e épreuve.
Soit X le nombre de succebtenus. Alors X— B(n,p).

Démonstration :

X(Q) ={0,..,n}. Si kO {0,..,n} (X =K) : k succes, n — k échecs.

Iy a (E) possibilités d'obtenir k succés parmi n épreu@ésicune de ces possibilités a la
méme probabilité.
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PENSn...n&n San ...nE):pox...><p><(1—p)><...X(l—p)(carles
événements sont indépendants) “Eppy X
Donc P(X = k) (§) p* (1 - pf

Propriété :
Soit X une VAR qui suit une loi binomiale B(n,p).
Alors E(X) = np et V(X) = np(1 — p).

Démonstration pour 'espérance : (variance : déngoen 2™année)
Considérons que X est le nombre de succes lorgégeanves de Bernoulli indépendantes.
Soient X, ..., X, les variables de Bernoulli liées a ces épreuveeteoulli.

X = 1 si succes a lai eme épreuve
(Xi = 0 sinon
X1+ ... + X, estle nombre de succes. Donc X #X... + X,.

DoncE(X)=E(X)+ ... +tE(G) =p+.... +p=np

Exemple :

On lance 5 fois un dé équilibré. Soit X le nombeesdobtenus.

Obtenir 6 a un tirage est une épreuve de Bermbellbrobabilité%.

Les lancers sont des épreuves indépendantes e¢teXresmbre de succes.

Donc X suit la loi binomiale de paraméé@t de taille 5.

Donc k J{0,...,5}, P(X=k) = (E)%)k(%js -k

1_5 1 1) _25
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4. Loi hypergéométrique

Définition :
Soit n, N deux entiers tels quesrN et p[1]0;1].
On dit que X suit la loi hypergéométrique de paraenB, n, p, notée H(N,n,p) si pour tout k

V(-2
telque = k<pNetOsn—-ksN-pN, P(X= k) = .

(v)
Propriété :
Soit E un ensemble a N éléments dont une propoptdgléments de type A.
(les autres étant de type B).
On choisit n éléments distincts de E (tirages siaméls ou successifs sans remise).
Soit X le nombre d'éléments de type A choisis
Alors X 5o~ H(N, n, p).

Démonstration :

Il'y a donc pN éléments de type A et N — pN élémeiattype B.
Valeurs prises par X :

Si on prend k éléments de type A, on prend n -€kéhts de type B.
Donc il faut que & k< pNet0<n—-k<N-pN

cardQ) = (N)
(#)(n-7)
Pour ces valeurs de k, P(X = k (on choisit k éléments de type Aetn—k

(v)

eléments de type B). Donc=X- H(N,n,p).

Remarques :
__Autrement dit, s'il y a Néléments de type A etgNeléments de type B, alors

pour k tel que & k< Na et 0<sn — k< Ng, P(X= k) = ( )( )

(')

_ Si les tirages étaient avec remise, on aurait-X8(n,p) (donc ne dépendrait pas de N).

Propriété (admise) :
Si X suit la loi hypergéométrique H(N,n,p) alors<iEE np.

Exemple :
Dans une urne, il y a 5 boules noires et 6 boueges.
On tire simultanément 8 boules de cette urne.6@tnombre de boules noires tirées.

Il y a une proportion d‘% de boules noires dans l'urne. On tire 8 boules samise dans

cette urne. Donc X suit la loi hypergéométrique,§13/11).
X(Q) ={2,3,4,5}

5\ /6
0k 042,3,4,5}, P(X = k) =(A)(§)—"‘2 E(X) = 8)(1%:411_(1{
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Conclusion : A retenir

Nom Situation X(Q) P(X =Kk) E(X) V(X)
Uniforme Equiprobabilité {1, ..., n} 1 n+1 n°—1
U([[2;n]]) n 2 12
Bernoulli succes de {0,1} PX=0)=1- p p(1 - p)

B(1,p) probabilité p p

X =1 si succes PX=1)=p
X =0 sinon
Binomiale n épreuvesde | {0, ..., n} | (MpX1 — pT'- np np(1 - p)
B(n,p) Bernoulli (k)p (i 2
indépendantes
X =nombre de
succes
Hypergéométrique n éléments 0<k<Np N)(N-p np A calculer
H(N,n,p) distincts choisis | 0<n-k< M:l—ky\l)
dans N, dontpN | N-Np (k)
de type A
X = nombre
d'éléments de type
A choisis
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