ECE1 : Concours blanc n°1

______________________________________________ Vendredi 17 Juin2011
Les calculatrices et téléphones portables sontdiitie
Le bareme est donné a titre indicatif.

Exercice 1 — EML 2011 (4 points)
On considére I'application f : J0pe[ oo~ R, x =0~ f (X) = (x + In x) & %

1. Montrer que f est dérivable sur ]J0¢f. On note f' sa fonction dérivée.
Pour tout X1 ]0; + oof, calculer f '(x).

2. Etablir :0 x 0 ]0;+ oof, In x +% >0

3. EndéduirerD]O;+oo[;x+|nx+1+%>0.

En déduire le sens de variation de f.

Dresser le tableau de variation de f, comprenalnhige de f en O et la limite de f encs.
Calculer f (1) et f '(1).

4. Préciser la nature des branches infinies deuebe représentative C de f dans un repére du
plan.

5. Tracer l'allure de C. On précisera la tangentpaint d'abscisse 1.

Il n'est demandé ni I'étude de la convexité, metnerche d'éventuels points d'inflexion.

6. On considere la suite réelle)ih n définie par g = 2 et, pour tout &l N, Un1 = f (Un).
Ecrire un programme en Turbo-Pascal qui calcusdfithe le plus petit entier naturel n tel
que y = 10%°.

Exercice 2 — ESC 97 (3,5 points)
Soit n un entier naturel non nul. On posg= fle X2 In(x)" dx.

1. Calculer 4.

2. a) Montrer que pour toutX [1, e] et N0 N*, In(x)"™* < In(x)".
En déduire le sens de variation de la sujjgx(!

b) Montrer que la suite {1 €st convergente.

c) Montrer que pour tout X [1, e], 0<In(x) sg.

d) En déduiren Ii+rr1n.
. e n+1
3. a) Montrer que, pour tout entier natured h : In+1=§ “T3 I

b) En déduiren Ii+rm.ln et un équivalent dg fuand n tend versos.
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Exercice 3 — d'aprés EML 2008 (5 points)
On considere les matrices carrées d'ordre troisstes ;

1 1 1 21 1 00O
A=/0 0 -1 B=|-3 -2 -1 D=/0 -1 0
2 -2 -1 1 1 0 0 01

Partie | : Réduction simultanée de A et B
1. a) SoitA 0 R. Déterminer pour quelles valeursxiée systeme
{(1—A)x+y+ z=0
(S) : Ay — z = On'est pas un systéme de Cramer.
-2X -2y +(-1x)z=0
b) Pour chacune de ces valeurs, déterminer uneded&nsemble des solutions.

1-10
2. 0On considére lamatrice A=l 1 1

0 1 -1
Montrer que P est inversible et déterminér P

On admet dans la suite que A=PDP
3. Calculer la matrice C ='B P et vérifier que C est diagonale.
Partie Il : Etude d'un endomorphisme d'un espace denatrices

On notez I'espace vectoriel des matrices carrées d'ordig &t on considere 'application
f: 00 £ qQui, a toute matrice M carrée d'ordre trois, aigsb(M) = AM — MB:

1. Vérifier que f est un endomorphismexe

2. Soit MO . On note N = BM P, ou P est définie en I.2.

a) Montrer : MO ker (f) = DN = NC.

b) Déterminer les matrices N carrées d'ordre tedies que : DN = NC.

c) Montrer que I'ensemble des matrices N carrégdrd' trois telles que DN = NC est un
espace vectoriel, et en déterminer une base @nkengion.

3. Donner au moins un élément non nul de ker (f).
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Exercice 4 — Ecricome 2011 (7,5 points)

PARTIE I. Un jeu en ligne.

La société Lehazard met a la disposition de sestsliun nouveau jeu en ligne dont la page
d'écran affiche une grille a trois lignes et trmigonnes.

Aprés une mise initiale de 2 euros du joueur, uoection aléatoire place au hasard
successivement trois jetone)(dans trois cases différentes. La partie est gagnées trois
jetons sont alignés. Le gagnant empoche 10 fomisa, ce qui lui rapporte 18 euros a l'issue
du jeu. Dans le cas contraire la mise initialepestiue par le joueur.

A B C
1 °
2 °
3 °

On définit les événements H, V, D, N par :

. H: «les trois jetons sont alignés horizontaleme.

.V : «les trois jetons sont alignés verticalement

. D : «les trois jetons sont alignés en diagomale

. N : «les trois jetons ne sont pas alignés » .

1. Justifier qu'il y a 84 positionnements possiloles trois jetons dans les trois cases.
2. Déterminer les probabilités P(H), P(V), P (D¥ éeénements H, V, D.

En déduire que la probabilité de I'événement Negate a : P (N) %—(‘iz 0,9048

3. La société peut s'attendre a 10 000 relancesyade ce jeu.

a) Pour chaque entier naturel i non nul. on nete gain de la société a la i-eme relance.
Calculer I'espérance mathématique;@e Z .

b) Quel gain journalier Z la société peut-elle esp@

PARTIE Il Simulation informatique

On veut simuler informatiquement le placement deul jeton dans cette grille. Le choix d'un
placement correspond au choix d'une ligne et dewmlenne. La grille sera représentée
informatiquement par un tableau de trois lignesaes colonnes numérotées de 1 a 3.
Pourill{1, 2, 3}, etjO{1, 2, 3}, grille[i,j] sera égale a 1 si le jeton est placé dessuspf.sin

1. Rappeler comment obtenir en Pascal les nombreéd du 3 de maniere aléatoire et
équiprobable.

2. Compléter ce programme pour qu'il initialisetésules cases de la grille a 0, puis qu'il
simule le placement d'un jeton.

program ecricome2011,
type tableau=ARRAY|[1..3,1..3] of integer;
var grille : tableau; ligne, colonne : integer;
begin
randomize;

ligne:=...

colonne:=...

grille[ligne, colonne] := ...;
end.
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PARTIE lll. Cas de joueurs invétérés.

1. Un joueur décide de jouer 100 parties conséesitipie I'on suppose indépendantes.

a) Donner la loi de la variable aléatoire X eégalexambre de parties gagnées.

b) Indiquer I'espérance et la variance de X.

c) Exprimer la perte T du joueur en fonction deEX.déduire I'espérance et la variance de T.
2. Quel nombre minimum n de parties devrait-il jopeur que la probabilité de gagner au
moins une partie soit supérieure ou egale a 50% ?

(On admettra que (%ﬂ =-0,1etIn(2)=0,7)

3. Un autre joueur décide de jouer et de miserdaiuine partie n'est pas gagnée. On note Y la
variable aléatoire égale au nombre de parties gppéar gagner la premiere fois.

a) Donner la loi de la variable aléatoire Y .

b) Indiquer I'espérance et la variance de Y .

c) Pour tout entier naturel k, montrer que la pholité pc que le joueur joue au plus k

parties avant de gagner pour la premiere foigj@shée par la formule :

(19
pk_l_(le

PARTIE IV. Contrdle de la qualité du jeu.
On constate que, parfois, la fonction aléatoiredéséglée. Dans ce cas, elle place le premier
jeton dans la case (A; 1) , les deux autres étiacEp au hasard dans les cases restantes. On
noteA I'événement « la fonction aléatoire est dérégléeon pose B) = x avec x1]0; 1[.
1. Calculer les probabilités conditionnellegH?), PA(V) et PA(D) des événements H, V, D
sachant I'événement
2. En déduire que la probabilité les jetons nerdgas alignés est égal a :

x 19
PIN) =-54* 21
3. On joue une partie. On constate que les jetomisadignés. Quelle est la probabilité, en
fonction de x, que la fonction aléatoire ait étéegée ?
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