Exercice 1
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b) Pourn=0 g¢=1 O+1_1 doncO<(ngo+1
SupposonsqueOﬁ,ﬂn+1 .

La fonction f est strictement croissante sur [@1), , = i 1appartiennent a cet intervalle,

1 1
donc f(0) < f(w) < f(n—H] e 0<unsf (n n ]j

R . 1 1 s g g
' < <
D'apres la question a(m] SHEo donc O < 1< — La propriété est héréditaire.
i <
Conclusion InON, 0 <y < T
C) nlin;lw = }r 1= 0, donc d'apreés le théoreme des gendarnmgg,u,iimo.
2 3 2 2

_ Un _Uh =Wt + 1) mut - U (1 + W)
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OnON,u,20 doncl+m=0etl+y+u220. Donc Y — th< 0. Donc (i) est
décroissante.

2 2
d) 1 :Un +uﬂl+1=u—n+%+i=l.h+l+i
Un+1 Un Ur  Un U Un
Uo 1 1

e) Initialisation pourn=1 Wk —— ——= =5 3

UWl+w+1 3 U

L1 1 .

1+1+ZE=1+1+I:3 donc la propriété est vraie au rang 1.
k=1

1 s
n 1(d apres

1 1 1 _1 n 1
Supposons que<n+1+> = Alors == +1l+ysn+1+YS+1+
Un k k:lk n

k=1 Un+1  Un

guestion b) et hypothése de récurrence)
n+1 n
<n+2+> =~ donc lapropriété est héréditaire. Conclusionm: 1,is n+1 +Z1
Un+]_ k:].k Un k:lk

3)a)dk= 2,%s In(k) — In(k — 1). Donci%s i (In(k) =In(k — 1)
k=2" k=2
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Or Zn: (In(k) =In(k = 1) =In(n) —In(n — 1) + In(n = 1)I{n —2) + ... +In(2) — In(1)
k=2
=In(n) — In(1) = In(n) (somme télescopique). Doﬁ&%s In(n).
k=2

1 1,41
Donc—<n+1+>+ > +=<n+2+In(n).
Un 1 k

k=2

c) Donc uzm nmzm

De plusuanr 1= nuqsn+ 1 Doncms nuqsn+ 1

In(n) = o(n) (croissances comparees) dﬁ)q_cznTn(m ~% ~1

meino L done M pop ey = fim =1

D'apres le théoreme des gendarnn1§§go hivp = 1. ] 'Jrll% =1 donC Y~ %
n

4. program cb1;
var i : integer;
u:real,
begin
u:=1;
for i:=1 to 50 do u := u/(1+u+u*u);
writeln('u50 vaut',u);
readln;
end.
Exercice 2
1. Alinstant O, la puce est en A. Donc=aP(A) =1, h =P(B) =0, ¢ = P(G) = 0.

2. D'aprés I'énoncé, on ainfAn+1) = Pan(Bn+1) :% Pan(Ch+1) =0

Pan(An+1) = Pan(Bn+1) = Fsn(Cn+1) :% Pcn(An+) =0 Rn(Bn+1) = Pen(Cn+a) :%-

3. (An, By, C,) forment un systeme complet d'événements.
Donc, d'apres la formule des probabilités totales,
P(An+1) = P(Ay)Pan(An+1) + P(B)Pan(An+1) + P(G)Pcn(An+1)

:aqx%+bnx%+q1x0=%a]+%bn,
. _ 11, 1 _ _ 1 1
De méme b1 = P(Bwi) =5 & + 3 b +5 G €t Gua = P(Gug) = O +3x bh +5 % Gy
4. a) (A, Bn, G,) forment un systéeme complet d'événements, derdr+ ¢, = 1.
_1 1, .1 i1, .1
b) Donc Bu1 =5 (@& + G) +3h =5 (1 —h) +3h=-gb +3
c) (b,) est donc une suite arithmético-géométrique.

c=

[N

1_ .23
2777

NI

Point fixe : ¢c = %c +=
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Donc y, = b, —% est une suite géomeétrique de rais%a -

3 (4. _3 _3 3.1y
w3 =(gle-3 =315
_ _4 .31
da+c=1-h= 7+7( 6)
5. 81— Gt =5 B+ 2 Dy = by 2 —l( - G)
- G+l Q’]+l_2a1 3 3 ch—zan G).
n
Donc la suite (@— G,) est géométrique de raison 02—.:Donc a—G = (%) (20— @) :%
6. 1 +1
a-'l Cn—znc’a] Q'] 2n
comme a+c,=2+3( 4] 2o l-B 300 2,3 (UL
are=7 6 2"77706 «=7714"6) T2x2

L1.2, 3(1) 1
W=GTn=7 72076 Toxn

6)nlirgm(- (13) =0 (car-1< %< 1) et I|m 21n =0 donc Ilma1 —2 I|m bn = =3 I|m Cn —§
Exercice 3
1) a) Si le premier tirage a donné une boule roleggeuxieme s'effectue dans I'urne rouge.

2.1
Done Ru(V2) =4 =5

b) (R, V1) forment un systéme complet d'événements. D'daf@smule des probabilités

totales, P(Y) = P(R) x Pri(V2) + P(V1)Pya(V2) = 411 ;Jf% i 1;

c) le Z™dans l'urne rouge- boule rouge au premier tirage.

1 1
I
s _PR)Pri(Vp) 4 2_ 16 _ 2
D'apres la formule de Bayes,fR;) = P(V) 11 ~11x8 11
16
11 33 3.3_9
d) P(V1) x P(Vy) = 4 16764  PMVin Vo) =7 x =757 P(V1) x P(V;) donc Vs et V;
ne sont pas indépendants.
1 1_1
d) X@) ={012} P(X= 0)-P(RR2)—P(R1)PR1(R2> 17578
1 3 1 5 3 3_3
[ 0 1 2
P(X =) 2/16 5/16 9/16
2. a) P(RNR2nV3) = P(R)Pra(Ro)P (V)—lxl 1.1
. 2 3) — R12R10R23—42216
1 1.1 1 _ _5
_11§§11§§1_112_2_1
©) P(RV2Vs U ViRVa L ViVaRe) = X 5 X 4 X g X o+ 1% 41732732764 " 64
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Exercice 4
lL.a)(X=k)= A n Az n...n Axin A¢ Lestirages sont indépendants (avec remise)

k-1
Donc P(X = Kk) :(1—90) 1—10

b) (X=0)= A n..n Ay doncP(X=0) {%jN

9 N
N N-1, g \K 1—(—)
-_ Ol 1 $(98)y_1 100 _, (9N
c) En posant k' =k — gl(loj 16 10%0(10) =15> 9 - 1_(10)
= = 1-—
10
N N 9N 9 \N
Donc Y. P(X = k) = P(X = 0) +3. P(X = k) :(E) ‘1 "(E) _1

k=0 k=1
Le résultat est cohérent, car les (X gdgp,....n; forment un S.C.E.
2) Y(Q) ={1, ..., 10} card) = Al = 10! (10 tirages successifs sans remise)
. ) 9!
card(Y = k) = A x 1 x AJSK =0 _g* Lxao-Kkr =0l
(choix de k-1 parmi les boules 2 a 10, choixalbdule 1, choix des 10 — k boules restantes)
_ = 1
P(X=k) = 10!~ 10
2.aZQ) =42, ..., 11}
b) (Z = 2) = "les deux premieres boules sont lemes
2 tirages avec remise : 4possibilités
Choix de la premiére : 10 de la deuxiéme : 1

. 10x1_ 1

PZ=2)=717 =10

(Z = 3) ="les 2 premieres sont différentes, lasitame est égale a une des deux premieres"
10x9x2 9

PZ=3) =gx10x 10 50
c. (Z > k) signifie que les k premieres boules sbstinctes.
A a0
Done P(Z>K) =1 =7 F a0 — k|
d)(Z>k-1)=(Zk)=(Z=Kk)O (Z > k) (événements incompatibles).
Donc P(Z>k-1)=P(Z=k) + P(Z>Kk)
PZ=K)=P(Z>k-1)-P(Z>Kk)
e) Pour k{1, ..,10},
P(Z=K) = 10! ___ 10 __ 1010  10/(11-k) __10ik—1)
10711 — k) ~ 1010 —k)! T 1011 —k)! T 1011 —k)!T 1011 - K)!

|
P(Z=11)=P(Z > 10) %_81_0 (formule précédente encore vraie)

OU : k tirages avec remise :“fossibilités.
10n 10! _ 10!
KT (10— (k- 1)) (11 - K)!

Choix de k — 1 boules différentes

10! x (k— 1)
: : s i 11—k
Choix de la K™ boule : k — 1 possibilités (une déja tirée). D&GZ = k) = ( id‘
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