Introduction : Soit E un espace vectoriel de dinmams ets une base de E.
_si u est un endomorphisme de E, on pose AsuM
Alors : si x a pour coordonnées X dans la hasg(x) a pour coordonnées AX.
_si A0 Mp(R), en posant E = Wi(R), on considere I'endomorphisme u canoniquement

ccemmipar: o5 E
associe aefini par : u “A 50. AX

1. Eléments propres
1.1 Valeur propre

Valeur propre (v.p.) : Sok 0 R
A est une valeur propre de u (ou de A)
< il existe xO E, avec ¥ 0 tel que u(x) Ax
= il existe XOO M, 1(R) tel que AX =AX
= le systeme AX AX (= (A -AlX =0) n'est pas un systeme de Cramer
= la matrice A -Al n'est pas inversible
= ker(u —Aidg) # {0}
= U —Aidg n'est pas injectit= u —Aidg n'est pas surjecti¥ u —Aidg n'est pas bijectif

Remarques : _ En particulier, pour O :
0 est valeur propre: il existe x# 0 tel que u(x) =0
< il existe X£ 0 tel que AX=0
= le systéme AX = 0 n'est pas un systéme de Cramer
= A n'est pas inversible
= ker(u)# {0}
= U n'est pas injecti= u n'est pas surject# u n'est pas bijectif
__si A est une matrice triangulaire, ses valeuop@s sont les coefficients de sa diagonale
(sans forcément la multiplicité).
_I'ensemble des valeurs propres de A (de u) estl@fe spectre de A (de u).

Polyndme annulateur : SoittPR[X].
On dit que P est un polyndme annulateur de u 9iPQ(= 0O x O E, P(u(x)) = 0)
On dit que P est un polyndme annulateur de A sj B(A

Propriété
Si P est un polyndme annulateur de u (de A) atartetvaleur propre de u (de A) est une
racine de P. (Les racines du polynome annulatentrdss racines possibles de u (de A)).

1.2 Vecteur propre / Sous-espace propre

Définition :
. . | X#0
SoitA une v. p. de u. Xl E est un vecteur propre (V.P.)de u assodi&sa: U(x) =Ax

_ .. | X#0
SoitA une v. p. de A. Xd M 1(R) est un vecteur propre de A assoc)esa:{ AX = AX
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Définition :

SoitA une v.p. de u. Le sous-espace propre de u assd@ét i = ker(u -Aidg)

SoitA une v.p. de A. Le sous-espace propre de A asaacest i = {X 0 M, 1(R), AX =
AX}

Remarque : Les sous-espaces propres de u sordusesspaces vectoriels de E, stables par u.

Propriété :

Des vecteurs propres associés a des valeurs priptiestes forment une famille libre.
(Si on choisit des familles libres B..., B, dans les sous-espaces proprgs E, Ep alors
B =B, 0 ... O By est une famille libre de E).

2. Diagonalisation

Définition : u (ou A) est diagonalisable s'il existne base de vecteurs propres

Propriétés :

__u(ou A) est diagonalisable si et seulement solfame des dimensions des sous-espaces
propres est égale a n.

__siu(ou A) a nvaleurs propres distinctes, alof8) est diagonalisable

_ toute matrice symétrique est diagonalisable

Application :
Si u est diagonalisable.
Appelonss' = (&, ..., &) la base de vecteurs propresiat (..., Ap) les valeurs propres

correspondantes. Soit P la matrice de passageade.
Alors la matrice de u dans B' est diagonale, eteefficients diagonaux sont les valeurs
propres.

A 0
C'est-a-dire : A = PDPou D =
0 An

Schéma d'un exercice de concours :

_ Recherche des valeurs propres de A : souven{iaigiice triangulaire, polynédme
annulateur) ou assez simple
__Recherche des vecteurs propres correspondants.
. . : .| P : matrice de passage dans la base de V.P.
_si Aest diagonalisable, A = PBRU :{ D : matrice diagonale contenant les v.p.
_si A n'est pas diagonalisable A = PTBU :
{ P : matrice de passage dans une base adaptéedtamsél'énoncé
T : matrice dans la base adaptée, plus simple qe®a général triangulaire

La forme A = PDP permet ensuite de :
__calculer facilement A
_ chercher les matrices M tels que AM = MA, 0 #A, ou ...
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