ECEluo- ECE2 ; L'essentiel

___________________________________________________________ Exercices
Partie | : Analyse
Exercice 1
=1
1 Soit (z)no i la suite définie pary z1 = -1 Exprimer z en fonction de n.
Zni2= 211+ 3z U0Nn0UON

n n
2) Soit n> 1. Déterminer $= > k(k + 1) et T, = ng.
k=1 k=1

f(x) = X2 +XSix>
Exercice 20n note f la fonction définie surRar :{ f?(% :)8 N0+ xsix 0
1. Montrer que f est continue sui' R
2. Montrer que f est dérivable en 0 et donner lawede f '(0).

Exercice 3Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = XeSoit (G) la courbe représentative de f.
1) Etudier les variations de f sur R.

2) Etudier les branches infinies de)(C

3) Etudier la convexité de f. Préciser le(s) paintlinflexion et la pente de leur tangente.

4) Tracer la courbe de f dans un repere adapté.

Exercice 4

Soit f la fonction définie sur ]0; e[ par : f(x) = 2 + In(x). On donne : In(3x1,10 In(4)=1,38
1) a) Pour X1 ]0; + o[, on pose g(x) = f(x) — x. Etudier les variatiatdes limites de g.

b) En déduire que f admet un unique point fixgur [1; +oo[ et que X a < 4.

2) a) Etudier les variations de f et montrer quredivalle [3;4] est stable par f.

b) Montrer quel x (I [3;4], | f '(x)| s%.

) . P Up=3
3) Soit y, la suite définie par{. Une1 = f(Un), 0N N

a) Montrer quél n 0 N, u, [0 [3;4].
b) Montrer queJ n O N, | un+1—0(| s%| un—a|

¢) Montrer qued nO N, | Un —0(| s%. En déduire la limite de i on.

4) Déterminer un rangyra partir duque|| ,u—a| < 10°.

5) a) En utilisant la suite {u écrire un programme Pascal qui calcule et adfiche valeur
approchée & 10prés de.

b) En utilisant une dichotomie, écrire un prograntascal qui calcule et affiche une valeur
approchée a 10prés den.

Exercice 5
Pour tout entier naturel n, on noge=l f ! x"e”dx.

1) a) Montrer que pour toutd N, ona: Iy < En déduire que la limite de la suite.

n+1
1 _|n+1
(n+1le n+1

2) Montrer quéd nON, I, =
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Partie 1l : Algebre

Exercice 1

SoitA O R. On considére le systéme,YSuivant { 2 ;\)X ++ (2y7\)y :_Ood'inconnue@) 0 R
On appelle El'ensemble des solutions du systeme.

1) Montrer que pour tok 0 R, B, est un sous-espace vectoriel de R

2) a) Déterminer les valeurs Aeour lesquelles ce systeme n'est pas un systeGeadeer.

b) Pour ces valeurs de déterminer une base dg. E

: : 21
Exercice 2Soit A :(O 2). On note C(A) = {M Mx(R), AM = MA}

1) Montrer que C(A) est un sous-espace vectoridl g&).
2) A l'aide de coefficients indéterminés, trouxaefdrme des matrices appartenant a C(A).
3) Déterminer une base de C(A).

Exercice 3Soit A :(1 0)' Déterminer la matrice B telle que A = 2 B.
En déduire A pour tout entier n.

Exercice 4

=1 an+1=15a — 7l — 176,
On considére trois suites a,b et ¢ définies pato:= 0et O nO N, | bn+1 = 14q — 6k, — 19¢,
Co=0 Cn+1 = 4a — 2k — 36,
an 121 200
On introduit la matrice X= (an ainsi que les matrices F{ﬁ 1 2} D= (O 3 OJ
Cn 210 001
1. Montrer que P est inversible et détermiriér P
2. Déterminer une matrice A telle queg.X= AX,,.
Exprimer X, en fonction de n, A, etX
3. Vérifier que A = PDP puis exprimer Aen fonction de P, D, Pet n.
4. En déduire I'expression des suite3, (@) et () en fonction de (lcommencer le produit par la
droite )

R®::. R®
. : 2x—-y—-3 .
Exercice 5Soit f (;J . {3;( + gy + 3 On appelle (g &, &) la base canonique de’R
z IX+y—-5

1) Rappeler les coefficients deg,(e, ;).
2) Montrer que f est une application linéaire.
3) Déterminer Ker f. (on en donnera une base)t-éls injective ?

4) Montrer que f(g = -gf(el) +%1f(e2). Déterminer une base de Im(f).

2 -1 -3
5) La matrice A {3 3 1} est-elle inversible ?
7 1 -5
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Partie 11l : Probabilités

Exercice 1

Dans un aquarium, il y a cing poissons rougess {poissons noirs et deux poissons argentés. On
péche au hasard trois poissons. Calculer la priigaties événements suivants :

A : « Les trois poissons sont de la méme couleur »

B : « Les trois poissons péchés sont de couletfézeltes »

C : « Les trois poissons péchés sont de deux amudactement »

Exercice 2

Deux urnes A et B contiennent respectivement 4dsrduges et 3 boules vertes, 5 boules rouges et
3 boules vertes. On tire au hasard une boule dang IA (sans I'y remettre), puis on procéde au
tirage d’une deuxieme boule, dans la méme urree@idmiere boule tirée est rouge, dans l'autre
urne si la premiere boule tirée est verte.

1. Quelle est la probabilité d’obtenir deux boutegtes ?

2. Quelle est la probabilité d'obtenir une boulegeau deuxieme tirage ?

3. La deuxiéme boule est rouge. Quelle est la fititéad’avoir tirée une boule verte aff firage ?

Exercice 3
Une puce se déplace entre 3 points A, B, C, sdeda maniere suivante : A B c
A linstant n = 0, la puce se situe en A.
» Silapuce est en A a l'instant n, alors a l'inste# 1, elle reste en A
ou saute en B avec la méme probabilité
» Silapuce est en B a l'instant n, alors a l'intstiah 1, elle reste en B ou saute en Aouen C
avec la méme probabilité
e Silapuce est en C al'instant n, alors a l'ingtan 1, elle reste en C ou saute en B avec la
méme probabilité.
On note A ="La puce est en A a l'instant n" , 8"La puce est en B a l'instant n"
et G, = "La puce est en C a l'instant n". On note égaléma = P(A,), b, = P(B), ¢ = P(G).
1. Déterminer @ by, .
2. Déterminer Ry(An+1) ainsi que les huit probabilités conditionnellealagues.
3. Pour N N, exprimer @1, by+1 et G+ en fonction de g by, et G.

4. a) Que vauta+ b, + ¢, ? Montrer quél n 0 N, by = % b, +%.

n
b) Déterminer I'expression dg &n fonction de n. En déduire quetac, =§ +§(- %) OnON.

5. Exprimer a1 — G+1 en fonction de @ G.. En déduire qué& nO N, a -G :%.

6. Déterminer I'expression dge&t de ¢ en fonction de n. ILr;nah nlin;lm b, etnlirno Ch.

Exercice 4

Un étudiant désirant obtenir son dipl6me doit v@lidour cela 3 unités de valeurs (U.V.)
indépendantes et capitalisables, notg@esuus. A chaque session d'examen, il passe toutes les
U.V. non obtenues. Sa probabilité de réussite 2épneuve est p (avec 0 < p < 1), les épreuves sont
indépendantes. On pose g =1 —p.

Pour i]{1,2,3,}, on note Wle nombre de sessions nécessaires pour validgt. InJi, et X le

nombre de sessions nécessaires pour obtenir Enupl

1) a) Reconnaitre la loi de;JJ, et Us. Pour k= 1, déterminer P(U< k) , P(U: < k), P(Us < k).

2) Déterminer P(>€ k) et en déduire la loi de X.
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Exercice 5

Une piste rectiligne est divisée en cases numé&diéd, 2, ... de gauche a droite. Une puce se
déplace vers la droite de une ou deux cases atdreashaque saut. Au départ, elle est sur la case 0
Soit X, le numéro de la case occupée par la puce ap@sis et Y, le nombre de fois ou la puce a
sauté d'une case au cours des n premiers sauts.

1) Reconnaitre la loi de,YEn déduire E(Y) et V (Yy).

2) Exprimer X% en fonction de Xet n. En déduire E@¥ et V (X,).

Exercice 6
Une urne contient des boules blanches et des booiess. La proportion de boules blanches est p
et la proportion de boules noires est q. AinsiaorD <p<1,0<qg<letp+qg=1.

Partie | : Tirages avec arrét des qu'une boule no# a été obtenue

Dans cette partie, on effectue des tirages sudse@ssc remise et on s'arréte des que I'on a obtenu
une boule noire. On note T la variable aléatoimdé&gu nombre de tirages effectués et U la variable
aléatoire égale au nombre de boules blanches asenu

1. Reconnaitre la loi de T. Pour tout entier k, donner P (T = k) et rappeler I'espérance et la
variance de T.

2. En déduire que U admet une espérance et uraneariDéterminer E (U) et V (U).

Partie Il : Tirages avec arrét dés qu'une boule blache et une boule noire ont été obtenues
Dans cette partie, on effectue des tirages sudse@ssc remise et on s'arréte des que I'on a obtenu
au moins une boule blanche et au moins une boude.@n note X la variable aléatoire égale au
nombre de tirages effectués. On note Y la varialdlatoire égale au nombre de boules blanches
obtenues. On note Z la variable aléatoire égaleoatbre de boules noires obtenues.
Ainsi, on peut remarquer que la probabilité dedi@ment (Y = 1)1 (Z = 1) est égale a 1.
Pour tout entier naturel non nul i, on note :

B; I'événement "la i-eme boule tirée est blanche”,

N; I'événement "la i-eme boule tirée est noire".
1. a) Montrer, pour tout entierk2 : P (X = k) = g p* + p d™~.

+ oo
b) Vérifier: > P(X=k)=1
k=2
c) Montrer que la variable aléatoire X admet urpéeance et que : E (X)%:+% -1
2. a) Pour tout entierx 2, déterminer P (X = k) (Y = 1)) (On distinguera les cas k = 2 etX3.)
b) En déduire : P (Y =1)=q (1 + p).
c) Déterminer la loi de la variable aléatoire Y .

On admet que I'espérance de Y existe et que :)E:(%(l —p+pP

3. Donner la loi de Z et son espérance.
4. Simulation informatique. Compléter les instrans ci-dessous pour que le programme suivant
calcule et affiche les valeurs de X, Y et Z. (;métdonné par l'utilisateur).
program exvacances;
VAR p:real; x,y,z:integer;
BEGIN readIn(p);randomize;
repeat

if random<p then
else ;
untiil__ AND __ ;
writeln(x,y,z);readln;
END.
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