Partiel : Exercice 1 1) (z) est une suite linéaire récurrente d'ordre 2 #icants constants.
Equation caractéristique °x -2x +3 X+ 2x—-3=0 (x—1)(x + 3) = 0 (1 racine évit®n
Donc z =A x 1"+ x (-3)" =\ + p(-3)"

{20:)\+|J:1 {7\+|J=1 {)\:1/2 doncz=%+%(-3)n-

z=A-3u=-1" [4u=2 LeL-L "~ [p=12
n

2)Sh:Zszrk:n(n+lzs(2n+1)+n(n2+ 1):n(n+1%(2n+4):n(n+132(n+2_)
k=1

-
N 1\k 4 4 1 1
= 1 =

4
Exercice2 1) f est continue sur ]0; ee[ car somme de fonctions continues.

EnoO: Iir%len(x) = 0 (croissances comparées) doncof(m)l =0 =1(0). Donc f est continue en 0.
X - X -
Donc f est continue sur'R

2
2) 1) = 10) _xAn() + x _ xIn(x) + 1 limxIn(x) = O (croissances comparees) donci‘ﬁ%ﬂ =1
x—0 X X - 0 x-0 X-—0
donc f est dérivable en 0 et f '(0) = 1.
Exercice31) f'(x) = € - xe*= (1 — x)€&" du signe de (1 - x)

X - 00 1 &
f + 0 -
f 1/e

-oo/ \A @

2) En 400 : F.I. f(X) = -(-x)& XIirr+1 -X = -00 XIim Xe* =0 doncX Ii£n f(x) = 0. A.H.d'équation y = 0.

En-o: lim €=+ donc lim f(x) = - .
X — —0

X —» =00

f(x ] . . . . . , ,
i)—(l =¢" lim €” =+ donc branche parabolique de direction I'axe désrorées.

X - —0

3) f"(x) = -1 & + (1 — X)(-€) = (x — 2)&

X - 00 2 od
f n _ 0 +
convexité de f concave convexe

Un point dinflexion : A(2, 2. £'(2) =3

Equation de la tangente : y %Z-(X -2) +§ =%(
4)
Exercice4 1) a) g(x) =2 + In(x) — x Iir(m)hn(x) = -0 donc Iirrg)g(x) =-00
X - X -
In(x) = ..0(x) donc g(x) .. x donc_lim g(x) = ~wg(x) =x - 1 =—*du signe de 1 - x
X 0 1 ook
9 '(x)

+ 0 —
g(x) _ /' 1\

b) Sur [1; +oo[, g est continue et strictement décroissante. |De @ ] - «;1], donc I'équation g(x) = 0«
f(x) = x) admet une unique solutioensur [1; +co].

gB8)=In(3)-1=0,10>0 g(4)=In(4)-2-062<0 gi)=0

9(4) < gf) < g(3) et g décroissante sur [1¢ofdonc 3<a<4. 2a)f'(x)=1/x>0

X 0 3 4 + o0
f'(x) +

f(x) 2+

n(3)

f est croissante donc f([3;4]) = [f(3), f(4)] 3> 3 et f(4) < 4 donc f([3;4]} [3;4]
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Donc l'intervalle [3;4] est stable par f.
b)IxO[3:4] 3sx<4 =xix% 1.1,
’ -0 37 x4 354°
3) a) On procede par récurrence =80 [3;4]
__supposons que, U [3;4]. L'intervalle est stable par f, donc & u.; O [3;4].
Conclusion 1 nO N, u, O [3;4].
OnON, u, O[3, 4]

b) alf3.4] D'aprés 'LAF.| f(hb—f(a)|s%|un—a| - |un+1—0(|s%|un—a|
Ox0O[3.4],]f'(x)|<1/3

c) On procéde par récurrence :

<f'x)<3 dond f(x] <3 sur [3:4].

00

| Lb—a| =| 3 —0(| =a—-3<lcara0[3;4] 1/3=1 doncla propriété. est vraie au rang O.

=+ la prop. est héréditaire.

supposonsqule ua|< N alors| H+1—G|S | 0(|<3 ;n 3

Conclusion I1nO N, 0<|u,—a| < 1/3"

n|II’Tl 1/3'=0donc d' apres le théoreme des gendarmesl uhma| ) Iirp U, = 0.
4)0n0ON |u,—a <— Donc : S%< 10°, on est sar que &a < 10°,
%s 10° < 3'21C < In(3") = In(10¢°) = nIn(3)=5In(10) = n=> 5I|rr]1(:13()) (= 10,48). Donc n = 11 convient.

5)a)Onavu qULé 1y—a| < 10° donc y; est une valeur approchéeal@ 10° prés. Il suffit de calculer,u

program suite;
var i:integer; u:real,
begin
u:=3;
fori:=1to 11 do u:=2+In(u);
writeln('Une valeur approchée de alpha vaud;
readin;end.
b) program vacances;
var a,b,c : real;
begin a:=3;b:=4;

repeat
c:=(a+b)/2;
if 2+In(c)-c>0 then a:=c
else b:=c;
until b-a<1E-5;
writeln(a);readin;end.
Exercice5
1)0x0[0;1],0sx<1 -1sx <0 e'<e*<e doncle*<1etl<xe*<x"
n+l
Par croissance de l'intégrales (fol X"e*dx < fol X"dx o<, < [nx+ 1}% o<1, < - i 7
n"ﬁlm ek 0 donc d'apres le théoréme des gendarme+§o,lnlh:r10.

n+l

2) Intégration par parties : u(x) Ze v'(x) =X doncu'(x) =-& etv(x)= X

n+1
n+1 X 1 x n+1 e |n+1
- +
Donc |, = [ +1} Jo - n+1 Tn+ln+r
Partiell Exercice 1
1) E est I'ensemble des solutions d'un systéme linGaimogéne, donc c'est un sous-espace vectoriel.

{(2-)\)x+y:0 {x+(2-)\)y=0 {x+(2-)\)y =0
A5+ @2-Ny=0" LlE-Mx+y=0"" 1 @-@AN)y=0 L—L,-@-NL:
{x+ (2 Ny =0 {x+ 2Ny =0
1-2)2+2-Ny=0" A-1)@B-ANy=0
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Le systéme n'est pas de Cramer si un coefficiemgfotial est nul, donc 5i= 1 ou 3.

b) SiA=1 :{ X )6::% y inconnue secondaire : X = -y; :E{(;/) y O IR} = Vect((_ll))

Le vecteu(_il) est non nul, donc c'est une base de E

SiA=3 {X 36_ % y inc. secondaire X =y 35{(5) yO IR} = Vect((iD. G) est une base de.E

Exercice21) AxO=0 A =0 donc O C(A)

_siMOC(A), M'OC(A) etA O IR : on sait que AM = MA et AM' = M'A

AM+ M) =AM + AM'= MA + MA = (M + M)A donc M + M' [0 C(A).

A(AM) = A(AM) = A(MA) = (AM)A doncAM O C(A). Donc C(A) est un sous-espace vectoriel daRyl

ab 2 1\a b 2a+c 2b+ a by2 1 2a a+?2
Z)Mz(c d) AM:(O 2)(c d)z( 2¢ 2d3 MA:(C d)(o 2)=(20 C+2
2a+c=2a

2b+d=2b+a

at>2d:c+2d 10y, (01 _ 10)(01
3) C(A) {( )aDIR bDIR} { 0 1)+ 0 0),&]IR,bDIR}—Vect{(O 1),(0 0)}

: 01 . s
Les matnce{O 1) et(O O) forment une famille génératrice de C(A). Commeslhe sont pas
proportionnelles, elles forment aussi une fantiiee, donc une base de C(A).

_ 2 -4 2 -4\(2 -4\ (00
ExerC|ce3B=A—2|z=(1 _2) Bzz(l -2)(1 -2):(0 0)

A=B+ 2, B et2}commutent, donc dapres la formule du binbme detdle:

n
A"= (B +2p)"= Y (7) BY21)™ = (§)B%21)" + (7)B'(21)™" = 1xIx2"x1," + nBZ™,™
k=0

cevenrns(f Qenr(t YT )

ab
donc M :(0 a),aD R, bOR.

Exercice 4
100
1) P [312] |=(010J
210 001
121 100 L3l + L,
075 3100 2 o7 |
032 20 - 3 1=
121 100
075 [3 1 O] Ls; < 3L, — 7L; donc P est inversible
001 537
120 6 -3 -7
070 (28 -14 -35] LLl:LLl:SLE
001 5 3 7)) 2 TS
120 6 -3 -
010 [4 2 ] Le—2i,
001 53 7 7
100 2 -1 -3 2 -1 -3
01 O] [4 -2 -5] L, 2L, — Ly doncP1=[4 -2 ]
001 5 3 7 5 3 7
B 153, — 7h— 176 15 -7 -17\( a, 15 -7 -1
2) xn+1:[bn+1]:(14a1—6b1—19q]:(14 -6 -1;][an=(14 -6 -1;]Xn
Cret 43, — 2k, - 3¢, 4 2 - 4 -2 -

Donc X, = Ax...xAxX, = A"X,
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200y (2 -1 -
3) 030| |4 -2-
001 (53 7

12 1\(26 1 (15 -7 -1
3 12(|6 32|14 -6 -19/=A donc A= (PDP")" = PDP'PDP*...PDP* = PDP*
210\430

- 4 -2 -
2 -1 -3y1 2
4) Donc %, = A", = POP*X, P1Xo=(4 -2 -J(OJ=[4J
5 3 7/0 -5
2" 0 0Y 2 2x2" -1 2 1y 2x2" 2x2"+8x3' -5
anlxoz[o 3 OJ[4J:(4X3"J PD‘Plxoz[S 1 2}(4X3”J:(6X2”+4X 3”—10]
0 0 1IA-5 -5 -2 1 0/ -5 A4x2"+4x 3
DoncOnONMN, a,=-2x2"+8x3" -5 h=6x2"+4x3"-10 =-4x2"+4x 3

1 0 0
Exercice51) g = [O] e= [1] e = [O]
0 0 1
X 2X—y—3Z 2 -1 -3\ x
2)0X= [y] O R3 f(X) = [3x + 3y + ;] :[3 3 1][y]
z 7X+y—-5 7 1 5Az
2 -1 -
Donc f est une application linéaire dont la matdees la base canonique d2dRt :[3 3 1].
7 1 -5

2x—-y—-3z=0 2x—y— 3z=0
3)f(X)=OC> 3X+3y+2=0@ 9y+112=0 41— 21,-3

x+y—-5z=0 9y +11z=0 4 2l3-7L
Z inconnue secondaire : y %z 2X +1§1z -32=0 2X —1362 =0 X =g z
8z 8
9 9 8 8
Doncker(f)=y | 11z [,zOR p =Vect| 11 |=Vect||-11||.| -11 | est une base de Ker f (libre car
9 9 9 9
z 1
0
non nul). Ker f£| O | donc f n'est pas injective.
0
2 -1 -27 -3
4) -gf(el) +1§1f(ez) = -3[3] +131 3] =%[ 9 ] :[ 1]f(e3)
7 1 -45 -5

Donc Im(f) = Vect(f(e), f(e), f(es3)) = Vect(f(a), f(e;)) puisque f(¢) est combinaison linéaire des deux

2\ (-1
premiers Im(f) = VecE[B], [ 3] Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires domefd une famille
7)\1

libre et une base de Im(f). 5) f(X) = AX n'essgajective donc A n'est pas inversible.

Partielll Exercicel
10! _10x9x8 _
31717 3x2 =120

L'ordre n'importe pas, on ne remet pas les poisddrau. Donc carfl) = (%0) =

5x4
S 2

— (5 3 : _ A1
card(A) = (3) (tous rouges) (3) (tous noirs) +1 =11 donc P(A) 120

card(B) =5 (un rouge¥ 3 (un noir)x 2 (un argenté) = 30 donc P(B)l:%%z%

_ _.41 30 _79
P(C)=1-P(A) -P®B) = 1755120~ 120

ou : C ="2rouges et un autre" ou "2 noirs et utned ou "2 argentés et un autre"
_(5 3 2 _ _ 719
card(C) (8) x5 +(5) x 7 +(5) x8=10x5+3x 7+ 1x8=79 donc P(C) 555
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?7778756
2) (R, V,) est un systeme complet d'événements. D'apresrtaufe des probabilités totales,

P(R) = P(R) * Pru(R) + P(Vi) x Ru(R) =3 x5+ 2 =242 =2

Exercice21) P(Vy n Vy) = P(V) X Ry (V5) = P(Vh) x Pa(V

3.5 15
_ P(Vl N Rz) _ P(Vl) XP\/l(Rz) _ 7 8 _5_6_1_5
VRV ="pR) =T P(R) 31 31 a1
56 56

Exercice 3
1. Alinstant O, la puce est en A. Donc=aP(A) =1, h = P(B) =0, g = P(G) = 0.

2. D'aprés I'énoncé, on aznAn+1) = Pan(Bn+1) =% Pan(Chi) =0

1 1
Pen(An+1) = Pan(Bn+1) = Pan(Ci+a) :§ Pcn(Ans2) =0 R(Bn+1) = Per(Civa) =§-
3. (A, By, C,) forment un systeme complet d'événements. Doapréb la formule des probabilités totales,
1 1 1 1
P(An+1) = P(A)Pan(Anc1) + P(B)Psn(Ans1) + P(G)Pcn(Ans1) = & % > + b, x 3 +cx0 =5 & +§ b..

De méme h. = P(B.) :%c%+%bn+%(‘net Ge1= P(Guy) = Oxaq+%x bn+%x G,

4. a) (A, B, C,) forment un systeme complet d'événements, dprdia+ ¢, = 1.
_1 1,1 i_1. .1

b) Doncla+1_2(a1+qq)+3Qq_2(1_b|)+3t%_ 6h“+2

c) (b, est donc une suite arithmético-géométrique. Hoiat: ¢ = % c +% e %c =% = C :g
_ 3 Lo 3 ([, 3 _3._ 3 1)
Donc y, = h, -3 est une suite géométrique de rals%J $, -7 = ( 6) (bo —7) b, = Z —{- 6)
L3(.ay La+dn-lp-lq-l

n
Donc la suite (@ G,) est géométrique de raison e£=Donc a—G = G) (20— @) =%

1,1 _4,3(00 . 1_4 3(1p
6a1_Q1—2n‘:’a1—Cn+2n Commea-l-(}l 7+7( 6) 201+2n—7+7('6)

_gg(_;)“_; _ +;_z+1(_1)”+ 1
“771a"6) 2% RTOTITITR(E) T2k

n
6)nllrr+1m( é) =0 (car - 1<-é<1) et I|m Zln—Odonanimaq—%, I|m b, ‘%’ I|m | Gy =

2
>

Exercice4 1) a) A chaque session, la probabilité de réusditeité de valeur ul est p. Les sessions sont
indépendantes. 4&st le numéro du premier succes. DoncU G(p). De méme bho- G(p) et Yoo- G(p).

b) P(Usk)=1-P(Y>Kk) Or P(4 > k) = P(les k premieres sessions sont ratée

DoncP(U<sk)=1-¢§ DemémePlk)=1-¢ etP(Usk)=1-¢

2) (X< k) = "le diplébme est obtenu lors d'une des k pézes sessions” = "les 3 u.v. sont obtenues lored'u
des k premiéres sessions" = &k) n (U< k) n (Us < k).

Les U.V. étant indépendantes, P{k) = P(U < k)P(U; < k)P(U3 <k)=(1-4)°

Donc P(X = k) = POk k) - P(Xs k—-1)= (1 - §*- (1 - 4H°

Exercice5 1) A chaque saut, la probabilité de sauter une estsel/2

Il'y a n sauts indépendants, &st le nombre de sauts d'une case. Dgone YB(n, 1/2).

DoncE(Yn)—nx; 2 V(Yn)=n><%><(1—%)=2
2) La puce a sauté,Yois d'une case, et donc n +féis de deux cases. Dong X Y,x 1+ (n—Y) x 2
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Xn=2n-Y, donc E(X) =2n—-E(¥) =2n —g :3_2n V(Xn) = (-1YV(Y ) :2

Exercice 6
Partiel : 1. La probabilité d'obtenir une boule noire edtep tirages indépendants. T est le nombre d'essais
pour obtenir une boule noire. Done - G(q).0 k= 1, P(T = k) = f*xq

E(T) =§. vm=139=-8

q q
2.0naU=T-1donc U admet une espérance etanance et
Eun:Eﬁy-l%a1:g vun:fva):%

Partiell : 1. a)0 k=2, (X =Kk) = B....Bx1Nx O N;....Nc.1Bx (incompatibles, tirages indépendants) donc
P(X=K) = g"q + d”p

+ 0 + 0 +o00 )
b) X P(X= k=% p“+d"p=3 pq+dp(enposantj=k-1)
k=2 k=2 j=1
+oo + oo 1 1 1—
=q2H5+p2d=qXGj——g+pGj——g=(Lﬂwigf+px——9=p+1—p=l
2 = P g p p
=1 /1
c) YL kP(X=K)=q X kp'+p X kd
k>2 k>2 k>2

O<p<let0<g<1doncles séries convergesblament. Donc X admet une espérance et

1 1 1 1 1 1 1 1

0=l a3t ) ) de-adi
)= a1 a-of A p a p P 9%

2.8 (X=2)n (Y=1)=BN,ONB,donc P((X=2n (Y =1)) =pg + gp = 2pq
Ok=3, P(X=Kn (Y =1)) = P(N...Ne:B) = p

+ 00 + o0 + oo )
b)P(Y=1)=X P(X=Kn (Y=1)=2pq+X d“p=2pq+pX d

k=2 k=3 ]=2

1

=&m+éija—1—@=2mrg—p—pq=pq—p+1=pq+q=qﬂ+p)
c) k=2, P(Y= k) = P(B...BiNw1) = Pq.
3. Z et Y ont des roles symétriques, en remplaganatr g (et inversement).

Donc P(Z = 1) = p(1 + q) O k= 2, P(Z = k) = &p aan%a—q—@.

R _ 1 1 1 11 1922
1 Z=X-YdoncE@) =EX)—E(Y)2+=-1-—-(1-p+p)==+=—-1-—=+2_
ou oncE@) = E() - EM 3+ -1 (1-p+H=p+a-1g+o-E
21—1+m1—_9)=l—1+p
p q p

repeat X:=X+1;
if random<p then y:=y+1
else z:=z+1;
until (y>0) AND (z>0); ...
END.
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