Durée 3 heures. Le baréme est donné a titre indlicat

Exercice 1 - Extraits d'Ecricome 200311,5 points)

3-23 121 100
On considere les matrices A2 0 2| P=1 1 1|etT=0 2 1|

0 0 2 001 002

B-A)x-2y+ 3z =0
1. a) SoitA [0 R. Pour quelles valeurs dde systeme S X Ay+ 2z =0
(2A)z=0
n'est-il pas de Cramer ?
b) Résoudre le systéme pour ces valeurs. de
(On déterminera une base de I'ensemble des saytion

1 2 1
2. On considére les vecteurs’ :{1], Vo= [1} et'w = [1}

. 0 0 1
, W) forment une base de’R

Montrer que (U~, 'V

-1 2 -1
3. Montrer que la matrice P est inversible et q'ﬂle:FE 1 -1 0]
0 01

On admet dans la suite de I'exercice que A = PTP

1 0 O
4. a) Prouver que, pour tout n de N*, il existeréala, tel que : T"= {O 2 an].

On donnera le réel; ainsi qu’une relation entie,.; etan,.
b) Montrer que OnO N, a,=n2"™

5. Matrices commutant avec A

M3(R) désignant I'ensemble des matrices carréeslteds, on considere le sous-ensemble
C(A) de M3(R) des matrices M telles que : AM = MA.

a. Montrer que C(A) est un sous-espace vectoritlf4R).

b. Pour M appartenant as{RR), on pose M’ = BMP.

Montrer que : AM=MA - TM'=M'T

c. Montrer gu’'une matrice M’ de ¥IR) vérifie TM'=M'T si et seulement si M’ est da |

aoo
forme[O b CJ ou a, b et c sont trois réels.
00D
d. En déduire que M appartient a C(A) si et seutdrakil existe des réels a, b et c tels que :
-a+2b 2a-2b -a+b+2c
{-a+b 2a-b -a+b+§
0 0 b
e. Déterminer une base de C(A).

M=
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Exercice 2 — D'aprées ESSEC 200(B,5 points)

Soient (y), (v) et (W) les trois suites définies sur N par leur prendéeme :
w=1, vw=0, w=0
et les relations de récurrence :
Un+1 = 3Uh— Vh + Wy
{ Vn+1 = Wy + 2V
Whnt1 = Vo + Wy

Un
Pour tout entier naturel n, on posen:é{VnJ et on note
Wn
3-11 010 210
A=|1 20| P51 0 1] etT5021
011 1-12 002

1.a) Reconnaitre, pour tout entier naturel nyéelpit AX,.
b) En déduire I'expression dg, ¥n fonction des matrices ApXt de I'entier naturel n.

2. A l'aide de la formule du bindme de Newton etaldécomposition suivante de T :
200 010
T:[O 2 OJ+[O 0 1}
002 00O
déterminer I'expression de la matricééh fonction de I'entier naturel n.
3. a) Calculer P (les calculs devront figurer sur la copie).

b) Montrer que A = PTP, puis exprimer Xen fonction de T, P, P X, et I'entier naturel n.

4. Soit f I'endomorphisme dedM(R) dont la matrice dans la base canonique est AB- 2k.

X
a) Soit X :[yJ 0 M31(R). Exprimer f(X) en fonction de x, vy, z.
z
b) Déterminer une base de Ker f. f est-elle injec
a
c) Montrer que Y {bJ O Im(f) si et seulementsia—b + ¢ =0. feseslirjective ?
o

d) Déterminer une base de Im f.
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