Exercice 1
3-AN)x—-2y+ 3z =0 X Ay+ 2z =0 X Ay + 2z =0
1) a){ X Ay+ 2z =0- { (3-ANx—-2y+ 3z =0- { AN =3A+2)y+(83-2)z=0
2A)z=0 (2A)z=0 (2Mz=0
|g,<—> L2 2B— (3 -)\)L]_—Lz
S\ n'est pas de Cramer lorsqife- 3\ +2=00u2-A =0
M- +2=Q0A-1QA-2) (1racine évidente) dong Best pas de Cramer pour 1 et 2.

X—-y+2z2=0 X = y 1 1
b) Pour)\:l:{ z=0- {z:é S= { J y O R}={y(1}yﬂ R}:Vect[(lﬂ
z=0 0 0 0

Le vecteur est non nul, donc c'est une base.de S

X—2y+2z2=0 x =2 2y 2
PourA =2 z=0 w{zzoy $=1|VY || YOR=Vec 1
0=0 0 0

Le vecteur est non nul, donc c'est une base.de S

a+2b+c=0 a+2b=0 a+2b=0 a=0
2)al +bVv +cw =0-71a+b+c=0.7a+b=0 < {b=0 LeLi—-Lib=0
c=0 (c=0 c=0 c=0

Donc la famille est libre. dim(# = 3 donc c'est une base dé& R

12112 -1 100 -1 2 -1
3) |111|1 -1 0(=/010| doncPestinversibleet”| 1 -1 0

0012\0 0 1 001 0 01

100 100
4) Par récurrence : _pourn=13T=|0 2 1|Sionpose;=1:T=|0 2 a,
002 00 2

100
_supposons qu'il existe un nomioggetel que : T = (O 2 anJ
0072

1 0 0y100 1 O 0
Alors T =T'xT=|0 2" a, |0 2 1|=| 0 2 2"+ 2a, |. Doncan. = 2" + 20, convient.
00 2Ao02 \o o 2%

o =1 o
an+l=2an+2‘DnDIN’alorSDnDIN’T = 0 0511
b) Procédons par récurrencea, = 1 1x2'~*= 1 donc propriété vraie pour n = 1
_sian =n2" alorson:= 200+ 2'=2nZ" 1+ 2=n2+ 2'= (n + 1)2 donc la propriété est
héréditaire. Dondd n N’, a, = n2"%,
5 a) _Ax0=0 0xA=0doncdC(A)
si MO C(A) (AM = MA) et M' O C(A) (AM' = M'A)
alors A(M + M") = AM + AM' = MA + M'A = (M + M)A donc M + M'0 C(A).
si MO C(A) etA O R : alors AAM) = AAM = AMA = (AM)A doncAM O C(A).
Donc C(A) est un sous espace vectorlel cj;ém
b) AM = MA = PTP'M = MPTP! = PYPTP'M)P = P(MPTPHP
o TP'MP = P'MPT » TM' = M'T

abc 1 00(abc a b C
c)PosonsM'sd e f| AlorsTM'=|{0 2 1| d e f|=|2d+g 2e+h 2f+
g hi g h

Concl : Si @) est définie par{

e
h 002 [ 29 2h 2i
abcyl100 a 2b b+2c
etMT=|d e f]{o 2 1J=[d 2e e+2fJ
g hiAOO?2 g 2h h+2i
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(b=2b
c=b+2c
2d+g=d
2e +h=2e
2f+i=e+ 2f
29=g9
2h =2h

L2i=h+2i

~

(on

cNeoNolNoNe)

0
fJ ol a, e, f sont des réels.
e

Donc TM' = M'T = 3 = 3

oo o

a
@MI:O
0

,a,b,ddR.OrM

—TooQ SO
(¢}

r

P'MP = M = PMP*

d. MOCA) « MOC(T) = M

a
E
0
2

O 0O O

12 1\(a 2b 2c+hf-a+2b 2a—-2b -a+b+
[1 1 1]{a b c+bj{-a+b 2a—b -a+b+?=|v|
0010N0 O b 0 0 b
1 2-1 221 002
e. C(A) ={a{-1 2 -1]+b[1 -1 1]+c[0 0 1],aDIR,bD R, cO R}
00O 001 000
12 -1 2 21 002
= Vect (M, M2, M3) avecM=[-1 2 -1} M2=[1 -1 1], M3={O 0 1}
00O 001 000
(-a+2b=0
2a—-2b=0
-atb+2c=0 [a=0
aMy +bM, +cMz=0 § -a+b=0 o { =0 Donc M, M,, M3 est une base de C(A).
2a—-b=0 b=0
-atb+c=0
.b=0
3 -1 1\ u, 3Un—Vn+Wn Un+1
Exercice 21. a) Axnz(l 2 OJ(an = Un + 2V, =| V1 | = Xpe1
0 1 1/\w, Vi + Wy W1

b) DoncOn O N, Xp, = Ax ... x AXo = A" Xq

010 010
3)PosonsB£OOl} (001
00O 00O
010001

(OOlMOOO

000\0O0O0

De plus 2kB = 2B et Bx2| = 2B, donc

010
(O 0 1}
000
000
00 OJ
000
d'apres la formule du binbme de Nt

T"=(21+B) = i (R)n™8 = (g)@n™®B° + (D)@)™'8* + (3)(2)"*B?
k=0

=21+ n2"B +m'“2;1)2”'2|32 - 2‘(

100
010|+n2"

001
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010
00 1|+n(n-21)2
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3100
00O 00

1
0
0

2" n2"' n(n-1)23 8 4n n(n-1
=0 2 n2t  |=2"%0 8 4n
0O O 2 00 8

010 100
4) a) {1 0 1] [010]
1-12

001
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101 010
010} 100} Ly Ly
1-12 001
101 010
01 o} 10 o} L Ls— Ly
0-11 0-11
101 010
OlOJ 10 OJ Ls3«— L3+ L,
001 1-11
100 12 -1 12 -1
01 OJ 10 OJ L1<—L1—L3.D0nCP1:(1 0 OJ
001 111 111
21012 -1
00201 -11
0 10)(0 2 1y3-11
[1 0 1}[2 1 2}[1 2 OJ donc PTP = A.
1-12\2-13\011
Donc A" = (PTPY)(PTPY)...(PTPY) = PTP* X, = A"Xo = PTP*X,
3-11) (200) (1-11 1-1 1Yx) (x-y+z
4_a)|3:[1 2 0 _[o 2 on(l 0 OJ f(X):BX:[l 0 OJ(yJ:( X J
011 002 01 -1 0 1 -1Az y—-z

+
N
o

X—=y —, 0 0
b)f(X)=0 = yx=0 @{izo Kerf=y|z|,zOR | =Vect|| 1
y—-z=0 z 1

Le vecteur est non nul, donc est une base de Ker f.

a
c)Y= {bJ O Im f si et seulement si I'équation f(X) = Y admek solution.
c

X—y+z=a y—z=b-a
fX)=Y = 1Xx=b = 1X=D
y—z=cC y—z=cC

Le systeme admet des solutions si et seulementsibc = a—-b+c=0

1 0 0
d) Base canonique desMR) : e = (OJ &= {1} 6= (OJ
0 0 1

1) (-1 1 -1 1
Donc Im f = Vect(f(e), f(e), f(&)) = Vect([ 1}, [ 0 J { 0 B { OJ = { OJ donc
0 1 -1 1 -1
1 1
Im f = Vect[{l], { 0 B
0/ \-1

Les deux vecteurs ne sont pas colinéaires doncefarome famille libre, donc une base de Im f.
Ou:a-b+c=0 a=b-c (b, cinconnues secondaires)

e T g e
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