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Devoir à la Maison n°7 : Correction 
 
Exercice 1 

1) a) lim
x → +∞

 
1 – x

3
 = - ∞ donc lim

x → +∞
 f(x) = - ∞ 

f(x)
 x

 = 
1 – x
3x

 ex ~+ ∞ 
-x
3x

 ex ~+ ∞ - 
1
3
ex  donc lim

x → +∞
 
f(x)
 x

 = - ∞   

Donc (Cf) admet une branche parabolique de direction (Oy) en + ∞. 

f(x) = 
ex – xex

3 
   lim

x → –∞
 xex = 0 (croissances comparées) donc lim

x → –∞
 f(x) = 0. 

(Cf) admet une asymptote horizontale d'équation y = 0. 

b) f '(x) = - 
1
3
ex + 

1 – x
3

ex = - 
xex

3
 du signe de -x 

x - ∞                       0                 + ∞ 
f '(x)             +              0        – 
f(x)                            1/3 

 
0                                               - ∞ 

c. f "(x) = 
-ex – xex

3 
 = 

(-x – 1)ex

3 
 

x - ∞                    -1                    + ∞ 
f "(x)             +            0           – 
convexité  convexe                    concave 

f(-1) = 
2
3e

 ≈ 0,25   Un point d'inflexion : 






-1, 

2
3e

    f '(-1) = 
1
3e

 ≈ 0,12 

 

2) Posons g(x) = f(x) – x alors g'(x) = f'(x) – 1 = - 
xex

3
 – 1  

Sur [0:1] – 
xex

3
 ≤ 0 donc g '(x) ≤ -1 < 0       g(0) = 

1
3
     g(1) = -1. 

g est continue et strictement décroissante sur [0;1]. De plus 0 ∈ [-1; 1/3], donc l'équation g(x) 
= 0 (⇔ f(x) = x) admet une unique solution a sur [0;1].  
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De plus g





1

3
 = 

1 – 
1
3

3
e1/3 – 

1
3
 = 

2
9
e1/3 – 

1
3
     

2
9
 e1/3 ≈ 0,310   donc g






1

3
 ≈ - 0,0.23   g






1

3
  < 0 

g(α) = 0   donc g





1

3
 ≤ g(α). 

Comme g est décroissante, 
1
3
 ≥ α.  Donc a ∈ 







0, 

1
3

. 

2°) a) Par récurrence sur n : 

_ u0 = 
1
3
 donc u0 ∈ 







0, 

1
3

. 

_ supposons que  0 ≤ un ≤ 
1
3
    f est décroissante sur [0;1/3] 

donc f





1

3
 ≤ f(un) ≤ f(0)    0 ≤ 

2
9
e1/3 ≤ un+1 ≤ 

1
3
 donc un+1 ∈ 







0, 

1
3

.  

Donc ∀ n ∈ IN, un ∈ 






0, 

1
3

. 

b. f "(x) < 0 sur 






0, 

1
3

 donc f ' est décroissante sur 






0, 

1
3

. 

Donc ∀ x ∈ 






0, 

1
3

, f ' 





1

3
 ≤ f '(x) ≤ f '(0)     - 

1
9
e1/3 ≤ f '(x) ≤ 0. donc - β ≤ f '(x) ≤ 0. 

c) un ∈ 






0, 

1
3

, a ∈ 






0, 

1
3

 et sur 






0, 

1
3

, f '(x)  ≤ β, donc d'après l'inégalité des accroissements 

finis, f(un) – f(a)  ≤ β un – a   un+1 – a ≤ β un – a. 

Montrons par récurrence que ∀ n ∈ IN, un – a ≤ 
1
3
 βn       

_ u0 – a = 
1
3
 – a = 

1
3
 – a ≤ 

1
3
 (car a ∈ [0;1/3] ≥ 0)      

1
3
 β0 = 

1
3
  

donc vrai au rang 0.  

_ supposons que  un – a ≤ 
1
3
 βn,  

un+1 – a ≤ β un – a ≤ β × 
1
3
 × βn = 

1
3
 × βn+1. 

Donc pour tout n ∈ IN, 0 ≤ un – a ≤ 
1
3
 βn 

d. –1 < β < 1 donc limn → +∞ 
1
3

βn = 0  

donc d'après le théorème des gendarmes, lim
n → +∞

 un – a = 0, donc lim
n → +∞

 un = a. 

 
 
 


