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Exercice 1 

1) a) ∀ k ∈ {1, …, n – 1}  ln(k + 1) – ln(k) ≤ 
1
k
  

Donc ∑
k=1

n - 1

 (ln(k + 1) – ln(k)) ≤ ∑
k=1

n - 1

 
1
k
   ∑

k=1

n - 1

 ln(k + 1) – ∑
k=1

n - 1

 ln(k) ≤ ∑
k=1

n - 1

 
1
k
 

(ln(2) + … + ln(n – 1) + ln(n)) – (ln(1) + ln(2) + … + ln(n-1)) ≤ ∑
k=1

n - 1

 
1
k
 

ln(n) – ln(1) ≤ ∑
k=1

n - 1

 
1
k
  (somme télescopique)   ln(n) ≤ ∑

k=1

n - 1 

 
1
k
 

OU : Par récurrence : _ pour n = 2    ln(2) ≈ 0,69     ∑
k=1

2-1

 
1
k
 = 1   ln(2) ≤ 1 donc vrai au rang 2. 

_ supposons que : ln(n) ≤ ∑
k=1

n - 1 

 
1
k
   On sait que : ln(n + 1) – ln(n) ≤ 

1
n
 

Par somme des deux inégalités : ln(n) + ln(n + 1) – ln(n) ≤ ∑
k=1

n - 1 

 
1
k
 + 

1
n
 

                                                     ln(n + 1) ≤ ∑
k=1

n

 
1
k
            Conclusion : ∀ n ≥ 2, ln(n) ≤ ∑

k=1

n - 1 

 
1
k
 

b) ∀ n ≥ 1, vn = ∑
k=1

n - 1

 
1
k
 + 

1
n
 – ln(n)      Or d'après la question 2, ∑

k=1

n - 1 

 
1
k
 – ln(n) ≥ 0 donc vn ≥ 

1
n
 ≥ 0 

2) vn+1 – vn = ∑
k=1

n+1

 





1

k
 – ln(n + 1) – ∑

k=1

n

 





1

k
 + ln(n) = 

1
n + 1

 – ln(n + 1) + ln(n) 

Or 
1

n + 1
 ≤ ln(n + 1) – ln(n), donc 

1
n + 1

 – ln(n + 1) + ln(n) ≤ 0  (vn) est décroissante. 

3) (vn) est décroissante et minorée par 0, donc elle converge. On note γ sa limite. 
4) ∀ n ∈ IN, un = vn + ln(n). lim

n → +∞
vn = γ, lim

n → +∞
 ln(n) = + ∞, donc lim

n → +∞
 un = + ∞ 

De plus lim
n → +∞

 
vn

ln(n) 
 = 0 donc vn =+ ∞ o(ln(n)). Donc un ~+ ∞ ln(n) 

 
Exercice 2 
1) Pour chaque boule, on choisit un tiroir. On ne peut pas choisir deux fois le même tiroir. Donc il y 
a : A3

n = n(n – 1)(n – 2) possibilités. 
2) a) Pour chaque boule, il y a n choix possibles. En tout n3 possibilités. 
b) T1 vide : (n – 1)3 possibilités. Donc au moins une boule : n3 – (n – 1)3 = 3n2 – 3n + 1 possibilités.   
OU :  1 boule dans T1 : 3 (choix de la boule dans T1) × (n – 1)2 (place des autres boules) 

2 boules dans T1 : ( )32  (choix des 2 boules dans T1) × (n – 1) (place de la 3ème boule) 

3 boules dans T1 : 1  
En tout : 3(n – 1)2 + 3(n – 1) + 1 = 3n2 – 3n + 1 

c) Choix du tiroir : n possibilités, puis à chaque fois 1 × 1 × 1 possibilité. En tout : n possibilités. 
d) En tout : n3 possibilités  Exactement un tiroir : n  possibilités 
Exactement trois tiroirs : n(n – 1)(n – 2) = n3 – 3n2 + 2n possibilités (question 1) 
Donc exactement deux tiroirs : n3 – n – (n3 – 3n2 + 2n) = 3n2 – 3n = 3n(n – 1). 
OU : Choix d'un tiroir : n possibilités 

Choix des deux boules qu'on met dans ce tiroir : ( )32  = 3 possibilités. 

Choix d'un deuxième tiroir : n-1 possibilités. Puis on met la dernière boule dedans. 
Donc n × 3 × (n-1) = 3n(n – 1) possibilités.   


