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1) f '(x) = 
(3x2 + 3)(3x2 + 1) – (x3 + 3x) × 6x

 (3x2 + 1)2
 = 

9x4 + 3x2 + 9x2 + 3 – 6x4 – 18x2

 (3x2 + 1)2
 

= 
3x4 - 6x2 + 3
 (3x2 + 1)2

 = 
3(x4 – 2x2 + 1)

 (3x2 + 1)2
 = 

3(x2 – 1)2

 (3x2 + 1)2
 

x - ∞           -1              1               + ∞ 
(x2 – 1)2           +      0       +     0         + 
f '(x)         +       0       +     0         + 
f(x)  

 
 

2) f(x) = x ⇔ 
x3 + 3x
3x2 + 1

 = x ⇔ x3 + 3x = x(3x2 + 1) ⇔ -2x3 + 2x = 0 

⇔ 2x(1 – x2) = 0 ⇔ x = 0 ou x2 = 1 
⇔ x = 0, 1 ou -1. 
3) Si u0 = 1, comme f(1) = 1 (un) est constante.  
4) a) Par récurrence : _ u0 = 2 donc 1 ≤ u0 ≤ 2 
_ supposons que 1 ≤ un ≤ 2. f est croissante sur IR donc f(1) ≤ f(un) ≤ f(2)   

f(1) = 1   f(2) = 
14
13

     1 ≤ un+1 ≤ 
14
13

 ≤ 2 

Donc ∀ n ∈ IN, 1 ≤ un ≤ 2. 
5)a)∀n∈IN,  

un+1 – un = 
un

3 + 3un

3un
2 + 1 

 – 
un(3un

2 + 1)
 3un

2 + 1
 = 

-2un
3 + 2un

3un
2 + 1 

 = 
2un(1 – un

2)
 3un

2 + 1
 = 

2un(1 + un)(1 – un)
 3un

2 + 1
 

1 ≤ un ≤ 2 donc 2un ≥ 0, 1 + un ≥ 0 et 1 – un ≤ 0 donc un+1 – un ≤ 0. (un) est décroissante. 
(ou par récurrence, montrer que : un+1 ≤ un). 

6) a) un+1 – 1 = 
un

3 + 3un

3un
2 + 1 

 – 
3un

2 + 1
3un

2 + 1 
 = 

un
3 – 3un

2 + 3un – 1
3un

2 + 1 
 

Or (un – 1)3 = un
3 – 3un

2 + 3un – 1 donc    un+1 – 1 = 
(un – 1)3

3un
2 + 1

 

b) ∀ n ∈ IN, un+1 – 1 = 
(un – 1)2

3un
2 + 1

 × (un – 1)  

un ≥ 1 donc un
2 ≥ 1   3un

2 + 1 ≥ 4    
1

3un
2 + 1 

 ≤ 
1
4
     

(un – 1)2

3un
2 + 1

 ≤ 
(un – 1)2

4
    or 0 ≤ un – 1 ≤ 1 donc (un – 1)2 ≤ 1  et  

(un – 1)2

3un
2 + 1

 ≤ 
1
4
 

donc  un+1 – 1 ≤ 
1
4
(un – 1) 

c) On sait que ∀n ∈ IN, un ≥ 1 donc un – 1 ≥ 0. On montre l'autre inégalité par récurrence : 

_ pour n = 0 : u0 – 1 = 2 – 1 = 1     
1
40 = 1   donc vrai au rang 0. 

_ supposons que un – 1 ≤ 
1
4n  alors un+1 – 1 ≤ 

1
4
 (un – 1) ≤ 

1
4
 × 

1
4n 

un+1 – 1 ≤ 
1

4n+1 la propriété est héréditaire.   Donc ∀ n ∈ IN, 0 ≤ un – 1 ≤ 
1
4n. 

 


