Dans tout ce chapitre, on considére un espacapildz Q, PQ), P) fini.
Les définitions générales, et les propriétés géeedes Variables Aléatoires Réelles
Discretes seront vues ultérieurement.

1. Notion de V.A.R.F.
1.1 Définition d'une V.A.R.F.

Définition : Une variable aléatoire réelle est application qui a chaque élément@e
associe un nombre réel.

Si X est une V.A.R., XQ) est I'ensemble des valeurs prises par X.
On note en général, ®) ={x;, i 01}, ou | est une partie finie de N &
Si X est a valeurs entiéres (c'est tres souverdsg on note XP) = {i, i 0 X(Q)}

Six0 R, on note (X = x) I'événement "X vaut x". De m&pour (X< x), (X < X), etc...

Exemple :

On lance 3 fois une piéce de monnaie. Soit X leabée aléatoire qui associe le nombre de
"piles" obtenus.

cardQ) = 2= 8.

X(Q) ={0,1,2,3}

(X = 2) = {PPF,PFP, FFP} (% 1) = {FFF, PFF, FPF, FFP}

Propriété :
Soit X une V.A.R.D. telle que X¥) = {x;, i I I}
Alors la famille (X = X)i g est un systeme complet d'événementQ de

Eneffet,sizj, (X=x)n (X=x) =0 etQ =0 0:(X = x)

Remarque : On a donc toujoups P(X = x) = 1.
ol

1.2 Loi de probabilité d'une variable aléatoire

Définition : Soit X une V.A.R.D.
On appelle loi de probabilité de X I'ensemble dagptes (x P(X = X)) ou % O X(Q).

En d'autres termes, donner la loi de probabiliéel’VV.A.R.D., c'est donner I'ensemble des
{xi} et la probabilité de chaque P(X 3 xpour i[J I.

Quand I n'est pas trop grand, on peut donner fdtaés dans un tableau. Sinon, on donne
une formule pour P(X =X

Si X est a valeurs entieéres, on cherche P(X =iy pal X(Q).

Attention a bien repérer dans I'énonceé la définitle X, pour pouvoir trouver sa loi. ("X est
le nombre de ...")
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Exemples :

1) Dans I'exemple d'avant : Loi de probabilité deX{(Q) = {0,1,2,3}

X 0 1 2 3
P(X =X) 1/8 3/8 3/8 1/8
2) On lance un dé équilibrée n fois. On note Xdenhre de six obtenus.

Loide X: X@Q)={0, 1,2, ..., n}.

Pour k[T {0, ..., n} (X =K) ="on obtient k fois 6, et nk-fois 1,2,3,40u5"

cardQ) = 6"

card(X = k) :(E) x 5™ (choix des k lancers parmi les n, choix des résuties n — k autres

gE)SH-k
lancers). Donc P(X = k) = &

1.3 Fonction de répartition d'une V.A.R. discréte

Définition : Soit X une VA.R. discrete.
On appelle fonction de répartition de X la fonctaéfinie par 1 x [0 R, Fx(X) = P(X< X)

Remarque : Si X est a valeurs entieres, on s'sgérplutdt a P(x k), pour kI N.

Propriété :
k
SiX(Q)ON, alorsOkON, P(X<k)=P(X= 0) + ... + P(X = @—ZPM
| =

PX=K =Pk -P(X<k-1). (= &(k) F(k - 1))

Démonstration :

X<k =(X=00O (X=1)O ... O (X =k) et la réunion est disjointe, donc
PX<sk)=P(X=0)+P(X=1)+... + P(X =Kk).

(X<k)=(X<k-1)+ (X =Kk), et laréunion est disjointe, don
P(X<k)=P(X<k-1)+P(X=Kk)donc P(X=Kk)=PE&Xk)-P(X<k-1).

Remarques : (X k)

d »
<« »

o]l 1] 2 | ... |k=1 k| k+1| .|
< » +“—>
(*<k-1) (X = K)

_ Il existe des formules analogues pour B(K), P(X > k), P(X < k)

_ Dans le cas ou X est défini comme un maximumlalggurs nombres, il est plus facile de
calculer d'abord P(X k), puis P(X = Kk). (le plus grand nomlze& < tous les nombres k).
Si X défini comme un minimum, utilisez plutét PXK).

Exemple : Une urne contient n boules numérotédsala. On tire simultanément deux
boules de I'urne. Soit X Ie plus grand des numsérés. XQ) = {2, ..., n}.
OkO{2, ..., n}, (X < k) ="les deux boules sont inférieures ou égalk's

card@) (2) ( 1) P(X< k) (k)/( ) k(k 1),n(n — l)_ k(k 1)

2 nin—1)
donc P(x = k) = P k) — P(Xs k- 1) == 1)n(r$k—_1)1)(k =t zn((t] _11))
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1.4 Fonction d'une V.A.R.D.

Propriété :

Soit X une V.A.R.D. et g une fonction définie suitX.

Alors Y = g(X) est une variable aléatoire réellsailéte.

Si X(Q) ={x;, i 01}, alors Y(Q) ={g(x;), i O I}. (attention les g(x ne sont pas forcément
distincts).

Remarque : Pour déterminer la loi de Y, on pelisatique P(Y = y) = P(g(X) = y) et
résoudre I'équation g(X) =

Exemple :
Soit X une VAR de loi :
X -2 -1 0 1 2
P(X = x) 1/8 1/4 1/8 1/8 3/8
SontY =X Alors YQ) = {0,1,4} P(Y =0)=P(¥=0) = P(X = 0) :%

_ 1y — _ 1y = _ _ 4,13
P(Y=1)=P(X=1)=P(X=1)+P(X=-1)Z+5=¢
P(Y:4):P()3:4)=P(X:2)+P(X:-Z)Z%

2. Espérance et moments d'une V.A.R.D.
2.1 Espérance d'une V.A.R.D.

Définition :
Soit X une VARD telle que X8 ) = {x;, i O I}. (I partie finie de N)

Alors on appelle espérance de X, le réel E(X} =P(X = x)
il

Remarques :

_ Si X estavaleurs dans N, E(X) =_ iP(X = i)

i OX(Q)
_ E(X) représente la "valeur moyenne" prise palt Jaut toujours penser a vérifier la
cohérence du résultat.

Exemples :
1) Suite exemple d'avant : on lance 3 fois unegpBcmonnaie. X = nombre de piles :
1 3 3 1_12_3

X(Q) ={0,..,3} E(X) = O><— + 1x§ + 2><g 3><§ E >

2) Z™exemple : XQ) ={2,..,n}, et0 k 0 {2,..,n}, P(X = k) #(i;—l))

EX) = 3 kP(X = K) = ZZk(k D= (Z = ij
k=2

s n(n
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2 n(n+1)(2n + 1) _n(n + 1) 2 +1-3
“n(n- 1)( 6 - 2 1) n(n — )n( n+ 1)—
_2(n+1)(2n—-2) 2(n+1)

- 6(n-1) 3

Propriété : Linéarité de I'espérance :
Soient X et Y deux V.A.R et un réel.
Alors E(X + Y) = E(X) + E(Y)

EAX) = AE(X).

Remarque : En particulier, si a et b sont des ré&gX + b) = aE(X) + b.
(car E(aX + b) = E(aX) + E(b) = aE(X) + b)

Théoréme de transfert :
Soit X une VARD, (XQ) ={x;, i O I} et g une fonction de X?) dans R.

Alors E(g(X)) = > g(x)P(X = %)
i0l1

Remarque : Si Y = g(X), comment calculer E(Y) ?
_sigestaffine (Y =aX + b), alors E(Y) = aE(XD
__sinon théoréme de transfert

Exemples : Suites des exemples précédents : 1)

X 0 1 2 3

P(X =x) 1/8 3/8 3/8 1/8

Y =2X -5 Par linéarité de I'espérance : E(Y)Ef®) —5 = 2><§ -5=-2

2
Z=X*EQ2)? Théoréme de transfert :

E@Z) = EQQ) = 2|2P(x—|) —x0+3x1+3x4+1x9 24

- 8 8 8

2 2 L 2K(k-1)_ 2 - 1.3
2) E(X9) = kZ%k P(X)2 K) = kzz nn—1) nn-1) (Ezk ]
2 n“(n+1 n(n + 1)(2n + 1)
_n(n—l)( 4 1- 6 +1)
2 nh+1Bnh+1)—2@2n+1)(n+1)@BF-n-2)
“n(n-1) 12 - 6(n—1)
_(m+D(n-=2)@Bn+2) (n+1)3n+2)
- 6(n—1) B 6

2.2 Moment d'ordre r

Définition : Soit X une VARD. Soit F1 N".
On appelle moment d'ordre r le réel B(X

Remarques : _ Si XX ) = {x;, i O I}, d'aprés le théoréme de transfert, B(X . x' P(X = x)
iol
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__le moment d'ordre 1 de X est lI'espérance de X
(n+1)(3n +2)
6 :

Exemple : Dans les exemples précédentd X)r= 3 et m(X) =

2.3 Variance d'une VARD

Définition
Soit X une VARD.
On appelle variance de X le nombre réel V(X) = E{E(X))) et écart-type de X le nombre

a(X) =\V(X)

Propriété : (Formule de Huygens)
Soit X une VARD. Alors V(X) = E(%) — E(X}

Démonstration :
V(X) = E(X — E(X))?) = E(X* — 2E(X)X + E(X}) = E(X?) — E(2E(X)X) + E(E(X¥)
= E(X?) — 2E(X)E(X) + E(X} = E(X?) — E(XY

Exemples : Suite exemples d'avant
1) On a vu que E(X) %et E(®) =3

Donc V(X) = E() ~ E(f =3 3= Donoo(X) =1\ [7 =5

2) On a vu que E(X) gl%l) EOQ) = (n+ 1)é3n +2)

(Bn+2) 4n+1f (n+1)(9n + 6 —8n — 8)
6 -9 18

Donc V(X) = EQ®) — E(xp =1+ L)

(n+1)(n-2)
18

Remarque : La variance (ou I'écart type) mesudisigersion de la VAR (c'est-a-dire son
écart par rapport a la valeur moyenne). Elle agotos positive.

Propriété :
Soit XuneV.AR.Det Y=aX+Dh.
Alors V(Y) = @V(X) et a(Y) = |ala(X)

Démonstration :

Y =aX + bdonc E(Y) = aE(X) +b E(Y¥ (aE(X) + bj = aE(XF + 2abE(X) + b
Y?=(aX + bf = &X? + 2abX + B Donc E(Y) = &E(X?) + 2abE(X) + B

V(Y) = E(Y?) = E(YY = &#E(X?) + 2abE(X) + B— (aE(X} + 2abE(X) + B)

= ZE(XY) — ZE(X)? = &V(X)  o(Y) =A/V(Y) =/&V(X) = |a\/V(X) = |a|o(X).

Exemple : Avec X du® exemple. Posons Y = 2X — 5.
3

Onavu que E(Y) =2E(X) -5 :><%—5=-2 V(Y) = 2V(X) :4XZ=3'
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