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1. Probabilités conditionnelles
1.1 Définition d’une probabilité conditionnelle

Définition : Soit Q,P(@Q),P) un espace probabilisé.

Soit A un événement tel que P(A).

Pour tout événement B, on appelle probabilité dadhant A le réel #B) = J%l
Pa(B) correspond a la probabilité de B sachant qustAéalisé.

Exemple :
Dans I'étude d’'une maladie, on veut savoir si leda&tre fumeur joue un réle aggravant.
Une personne sur 10 est fumeuse.
Une personne sur 30 est fumeuse et malade.
PFnM) _1/30_10_1

Probabilité qu'un fumeur soit malade (NP = P(F) =1/10-30"3

Remarques :
__une probabilité conditionnelle est en particuliee probabilité. Elle admet donc toutes ses
propriétes.
_ Pa(B) est aussi noté P(B/A)

Attention a ne pas confondre P(AB) probabilité que A et B soient réalisés g(B),
probablllte que B soit realisé, sachant que A é&slige.

Attention, le plus souvent, Ienonce se tradartla donnée de B) !
(notamment les phrases du type : ., alors ...")

Propriété : Probabilité d'une intersection :
Soient A et B deux événements.
Si P(A)# 0, alors P(An B) = P(A)x Pa(B)

Démonstration : immeédiate d'apres définition

Exemple :

On dispose de deux urnes &t U,.

U, contient 4 boules rouges et 3 boules vertgsddtient 2 boules rouges et 1 boule verte.
On choisit une urne au hasard, puis une boule sarti@ans une urne.

On note Y ="on choaisit I'urne ', U, = "on choisit 'urne ', R = "on choisit une boule
rouge”, V = "On choisit une boule verte

Determiner B1(R) et P(U n R)

Pui(R) =$ (probabilité qu'on tire une rouge sachant quirendans )

P(U. n R) = P(WPui(R) =% ;1 7 (probabilité qu'on choisisse; @t une rouge”

P(An B) _ Pa(B)P(A)
PB) = P(B)

Remarque : si P(A% 0 et P(B)# 0, Rs(A) =

tourner en rond)

(attention a ne pas
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1.2 Systeme complet d'événements / Arbre

Définition : Soient A, Ay, ... A, des évenements d’un univebs

On dit que A, Ay, ... A, forment un systeme complet d’évéenements (ou urtéipa deQ) si
- pour tout i# j, Aj n Aj =0 (ils sont 2 a 2 incompatibles)

-A;0A0...0A;=Q (laréunion des ensembles)astQ).

Remarques :

_ (A4, ..., Ap) estun S.C.E. signifie que I'on a toujours uareseul de ces événements qui se
produit

_Si(Ay, ..., Ap) est un systeme complet d'événements, alorg) H{R(A) + ... + P(A) = 1.

En effet, P(AD ... O Ap) = P(A) + ... + P(A) (car ils sont incompatibles)
OrA0...0A,=QetPQ)= 1, doulaformule.

_SiAz0etA2Q, A et A forment un systeme complet d’événements.

_ On peut représenter un S.C.E. par les branchesatbre pondéré. Chaque branche partant
de la racine est pondérée par la probabilitéédehiement.

Les branches suivantes sont pondérées par leshilitdsaconditionnelles.

La somme des probabilités partant d'un sommetteaidurs 1.

Exemple : Une urne contient 4 boules rouges etidelsorertes. On tire 3 boules
successivement et sans remise. 1, {R) estun S.C.E. (RV?) en est un autre

Arbre 1/3 R
% 4 V3

3/7
/
1/2 R Vo2 R
417 % \V4
1/2 R
1/2 Vi a7 R T Ip Vi
% Vo—-2313—— R3

%\é

1.3 Formule des probabilités composées

Propriété : Soit (A1<i<n une famille d'’événements telle que PAA2 n...n Ap) #0.
Alors P(AJ_ N Az n...N An) = P(A]_) X PAl(AZ)XPAlnAZ(AB) X ...X PAln Axn..n Ay (An)

Démonstration : par récurrence sur n :
__pour n=2 P(An A) = P(A) x Pa,(A1) (d’'apres paragraphe 3.1)

__supposons que PK‘zlAi) = P(A) x PAl(Az)xPAlﬂAz(Ag) X X Panazn..nA,, (An)
Alors P(OXA) = P(A 0 .0 A 0 Aned) = P(AL 0 oo An) X Pag o as o A, (Ansa)
= P(A1) X Pay(A2)XPagnay(Ag) X .. X Pajn Aznn Agy (An) X Pagn Azn.n A, (Anta)

La propriété est héréditaire.

Remarque : Sur un arbre, cela signifie que la goitibdad'un chemin est égale au produit des
probabilités du chemin.

Exemple : Exemple précédent. Quelle est la proi@ilobtenir 2 boules rouges, puis une

boule verte ? P@R Rx n Vi) = P(R) X Pr,(R2) X Prinr2(V3) :g x% x g :%,

ECEL1 : Année 2011-2012



1.4 Formule des probabilités totales

Propriété : Formule des probabilités totales :

SoitQ un univers muni d’'une loi de probabilité P. Soit, A, ..., Ayun S.C.E d&.
tel qued i O{1, .., p}, P(A) #0.

Alors, pour tout événement B, P(B) zB)P(A1) + Pa2(B)P(A2) + ... + Rp(B)P(Ay).

p
=2 Pai(B)P(A)
i=1
Démonstration :
Comme AOA,0.0A,=Q B=(AnB)O(A2n B)0...0 (Ap n B).
De plus, comme les;Aont incompatibles, les;A B aussi.
Donc P(A) =P(An B) + P(A. n B) +... + P(A n B)... d'ou la formule.

Remarque :

En terme d'arbre, cela signifie que la probabditén événement est la somme des probabilités
des chemins.

La formule des probabilités sert

_ lors d'une expérience aléatoire en deux étap@sidgon cherche la probabilité du résultat de
la deuxiéme étape (en prenant comme S.C.E. lekaissde la 1°étape).

_lors d'une expérience aléatoire en p étapes,tpmuvrer les relations entre I'étape n et I'étape
n + 1 (voir paragraphe 1.5)

Exemple :

On dispose de deux urnes &t U,.

U; contient 4 boules rouges et 3 boules vertgsddtient 2 boules rouges et 1 boule verte.
On choisit une urne au hasard, puis une boule sarth@ans une urne.

On peut représenter les résultats sous forme dhne a

a4/7 R
1/2 U

3/7 V

2/3 R
1/ W <

1/3 \/

(Ug, Up) est n S.C.E.. D'apreés la formule des probabitiiéses :

P(R) = Ru(R)P(U) + R(RIP(U) =3 x5 +2x 5 =22

1.5 Application aux marches aléatoires

Lorsqu'un systeme peut avoir plusieurs états etepd'sin état a un autre de maniére aléatoire,
on cherche la probabilité d'étre a chaque étasapeggapes.

En prenant comme S.C.E. les états possibles pd'étda F.P.T. permet de déterminer les
relations entre les probabilités a I'étape n eptebabilités a I'étape n + 1. On obtient ainsi
des formules de récurrence sur des suites qutiétadier. (rappel : la somme des probabilités
a l'étape n est égale a 1).
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Exemple : Un jeton se déplace entre deux points& e
A linstant O, il se situe en A.

A l'instant n, s'il se situe en A, il a une prokbiaé)ideg

s'il se situe en B, il a une probabiditei—f d'y rester a l'instant n + 1.

d'y rester a l'instant n + 1

On note g la probabilité d'étre en A a l'instant n glaprobabilité d'étre en B a l'instant n.
Montrer quell nJ N, pn+1 zliz Pn +%r. Exprimer p et ¢, en fonction de n.

Soit A, = "le jeton est en A a l'instant n" et B "le jeton est en B a l'instant n".

213 A1
pl A’] a+l
B A1

3/4 B+1 A, etB, formentun S.C.E.
"anre 2 1
Dapres 1a F.P.T.op1 = P(Av1) = P(An) X Pan(An+1) + P(B)XPan(Ans1) = paX 3+ th X 4

2 1 1 5 1
Org,=1- mdoncm+1—pn><—+(1 p) X 2 (§ Z)pn+z=1—2pn+z

e .5 1 1 _
(pn) est une suite arithmético-géomeétrique. Point fige 12¢%7 =127 Ix7 =7

est eométrique de raison Y (5)nv §-(£)n1 §j (=1
~ -7 estg qu ‘1_2 =12/ P77 (1) \F77) B=
-3.8(5) g-1p-d-45)
Ph=7%712) ST "RT77A)
1.6 Formule de Bayes

P(An B) _P(A)PA(B)

Rappel : Si P(A¥ 0 et P(B}2 0, alors B(A) =

P(B) = P(B)
Propriété : Soit (A1<i<n un systeme complet d’événements. Soit B un événetaleque
P(B)# 0. AlorsOip O {1,..,n} Pg(A;,) = P(Ax)Pai(B)
> P(A)Pai(B)
i 0{1,..,n}

P(Bn Aig) __ P(Ai)Pai((B)
P(B)
. P(A)P4i(B)

i 0{1,.n}

Démonstration : i{A;,) = d’aprés la F.P.T.

Remarque : La formule de Bayes permet de déterrfangrobabilité des causes" :
De plusieurs maniéres différentes;(A., Ap), on peut obtenir un résultat B.
Si on obtient ce résultat B, on veut savoir sitgdes A ou A, oU ....

Exemple : On dispose d’un test pour dépister unadiea

La probabilité qu’un individu malade ait un tessjib est 0,99.
La probabilité gu’un individu non malade ait untteggatif est 0,99.
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On estime qu’une personne sur cing cents est tdtpar la maladie.
Une personne a un test positif. Quelle est la doitikqu’elle soit malade ?
M = « Etre malade » T = « test positif »
199
P(M) x Pu(T) 500 100 99 99

% 1 99 499 1 99+499 508
P(M) x Py(T) + P( M)P M (T) 200> 100" 500 100
Conclusion : Si le test est positif, une personseldement 16% de risque d’étre malade.

Pr(M) = =~ 0,165.

2. Indépendance en probabilité

Définition : Soient A et B deux événements.
On dit que A et B sont indépendants si P(A8) = P(A)P(B)

Remarques
_si P(A)£ 0 A et B sont indépendants si et seulementaB)P= P(B) (le fait que A soit
réalisé ou non n’influe pas sur la probabilité Je B

En effet : P(An B) = P(A)P(B) - J/;(LA)E P(B) = Pa(B) = P(B)

_on utilise en général le sens : A et B sont iedéants=> P(A n B) = P(A)P(B).

Propriété :
Si A et B sont des évéenements indépendants, aloet B, A et B, A et B sont
indépendants.

Démonstration :
_siP(An B) = P(A)P(B)

P(An B)=P(A) - P(An B) = P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A)P( B
A et B ont des roles analogues, donc eAB sont également indépendants

_ A et B sont indépendants, donc A et ®ont indépendants, donc At B sont
indépendants.

Exemple : Dans une urne, il y a 5 boules notées .
On tire successivement deux boules dans cette urne.
A; : «on tire la boule A au premier tirage »

B, : « ontire la boule B au deuxieme tirage »

Avec remise : Sans remise :

_1 _1
P(A) = 5 P(A) = 5

_5x1_1 _4x1_1
P(BQ)_SXS_S F)('32)_5><4_5

1x1_ 1 1x1_1

P(Al N BZ) 25 25 P(Al N BZ) 20 20
P(A; N By) = P(A)P(By) P(A1 n By) 2= P(A)P(By)
A; et B, sont indépendants A; et B, ne sont pas indépendants
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Définition :
Soient A, Aa,..., Ay n événements.
On dit que A, ..., A, sont indépendants (ou mutuellement indépendanfgjus tout partie J

non vide de I, P 0sA) = [ P(A)
joJ

Remarque : A RETENIR
Si A4, ..., Ay sont indépendants, alors R(A Az n ...n Ap) = P(A)P(A2)....P(A)
(cas particulier de la définition avec J = {1,}.)n

Application :

On considere une expérience aléatoire a plusi¢capes.

Si les étapes sont indépendantes (ex : tirages raveise), alors les événements liés a des
étapes différentes sont indépendants.

Dans le cas de tirages sans remise, les étapennpas indépendantes.

Exemple :
On lance n fois une piéce dont la probabilité diefiace esg.

Soit A = « On obtient le premier face au n-emedéan»
Notons k= {On obtient face au i-eme lancer ». Alors Az F F, n...n Foan Fy

Les lancers sont indépendants, dofc F, F, sont indépendants.

Donc P(A) = P(E)P( R )...P( F1 )P(R) :% x % X ... % % x % :%.

Résumé : Probabilité d'une réunion / d'une intdiGec

PAALOAO ... OA) =P(A) + P(A) + ... + P(A) si événementsmicompatibles
formule du crible sinon

P(A1n Az n ... n An) = P(A) X P(A) x ... x P(Ay) si événementsdépendants
PA Pay(A2) X ... X Pain...n an-a(An) sinon.
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