1. Vocabulaire des ensembles
1.1 Ensemble et sous-ensemble

Un ensemble E est constitué d’éléments.
Si un élément x appartient a E, on note k.
L’ensemble qui ne contient aucun élément est appeémble vide, noté.

Ex:E={1,2,3} 30E,50E.

F={xOR|¥X¥24} F=]-0:2]0[2;+»] G=R[X

Définition :

Soient E et F deux ensembles.

On dit que E est inclus dans F si tout élément dstkin élément de F. On dit aussi que E est

un sous-ensemble de F, ou une partie de F.
On note EHJ F.

Exemples : {3,4,5}71{1,2,3,4,5,6}, NOUZODUOQUR

Remarque : E] F signifie que si X] E, alors x(I F.

Définition :

L’ensemble des sous-ensembles d’un ensemble denbtésP(E). C’est 'ensemble des

parties de E.

Ex:E={1,2,3}
P(E) = {0, {1}, {2}, {3}, {1.2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}}.

1.2 Complémentaire, intersection et réunion

Définition :
Soit E un ensemble et B E.
On appelle complémentaire de A dans E not&(od E\A) I'ensemble des éléments de E qui

n'appartiennent pas a A A {x OE | xOA}
Exemple : A =[2; 4o[ dans R. A= ]-;2].
Régles de calcul : Soit E un ensemble
_E=0et @) =E

_SiAOE, A =A

_SiADEetBOE,A0OB~ B O A.

Attention, le contraire de "Aucun" est "Au moins'un
le contraire de "Tous" est "Au moins un n'est pas"
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Ex : A="Tous les éléves sont des garcons"
A ="Au moins un éléve est une fillg""Tous les éleves sont des filles".

Définitions :

Soient A et B deux parties de E

_ lintersection de A et B, notée A B est 'ensemble des éléments de E qui appartigrine
A etaB.

__laréunion de A et B, notéelAB, est'ensemble des éléments de E qui sont Aams
dans B (c'est-a-dire dans au moins un des deuxndtse A et B).

xOA n B = x appartient & Ata B
xOA OB = x appartient a Au x [0 B (au moins un des deux)

Exemple : SiA={1,2,5}etB={157} A B={15}A OB={1,2,57}.

Remarques :

_SiAn B =0, ondit que A et B sont disjoints.
_AnBUOA AnBUOBAUOAUB,BUOAUB
_SiIAOB,AnB=A,A0B=B

Regles de calcul : A, B et C sont des parties de E.
_ANE=AAnO=0,AnA=AAn A =0.

AOE=E,A0O0=AA0A=A A0 A =E.

_AnB=BnA etAOB=BOA

_(AnB)nC=An(BnC)et(AUB)OC=A0BOC)

_(AOB)nC=(AnC)0(BNC)
(AnB)OC=(AOC)n (BUOC) (distributivité)

Propriété : Lois de Morgan
(AnB) = AOBet (AUB)=An B

Remarque : On peut définir de la méme manieredietde A U A, U ... O A, aussi noté]
P Aietlensemble An Az n ...n Ay, aussi noté 2 A,

x O 0OR Ai = x appartient a au moins un des ensembles
x O nP Ai = x appartient a tous les ensembles.

1.3 Produit cartésien de deux ensembles

Définition :

Soient E et F deux ensembles. Le produit cartdsier est I'ensemble des couples constitués
d'un élément de E et d'un élément de F.

A retenir : (x, y)I E x F signifie que XJ E et y[I F.

Remarque : & E est noté £ De maniére analogue, on peut défini E. x E = E..
Ex : (X, y, z)J R® signifie que X R, yO R et zO R.
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2. Dénombrement
2.1 Ensembles finis
A partir de maintenant, on considére des ensenfibiss

Dénombrer un ensemble E, c'est déterminer le noddees éléments, c'est-a-dire son
cardinal.

Soit E un ensemble a n éléments.
Pour choisir un élément au hasard dans E, il glaoix possibles.

Remarque : Attention a toujours bien se poser éstijon :

"Qu'est-ce qu'on choisit ? Parmi quoi ?"

Exemple : On tire une carte dans un jeu de 32xatembien de possibilités pour choisir un
coeur ?

On choisit une carte parmi les 8 cceurs. Donc 8Silpibsss.

Propriété : Soit E un ensemble et A et B deux eaudie E.
card( A) = card(E) — card(A)
si A et B sont disjoints, card(A B) = card(A) + card(B)

Choix d'éléments dans des ensembles différents :

Propriété :

Soient E et F deux ensembles finis. Si E a n éléretrsi F a p éléments, alorsxE a nx p
eléments.

Donc, pour choisir au hasard un élément de E élément de F, il y a R p possibilités.

Exemple :

Dans une salle, il y a 15 hommes et 10 femmes.
Combien de possibilités pour choisir un couple aeséurs ?
Choix d'un homme : 15 d'une femme : 10

En tout : 15< 10 = 150.

Choix d'éléments dans le méme ensembléeux questions a se poser :

_ les éléments doivent-ils étre différents, ou errls étre égaux ? (= avec remise ou sans
remise)

_ s'ils sont tous différents, I'ordre dans lequeles choisit importe-t-il ? (tirages simultanés
ou successifs ?)

Remarques :

_ Attention, dans le cas ou on peut choisir plusiéois le méme élément, alors on est obligé
de tenir compte de l'ordre (dans l'optique de Ifg@gbabilité)

Ex : on lance 2 pieces. 4 possibilités : PP, PEHFP

_ Dans le cas de tirages successifs sans remlsgdse n'intervient pas dans les questions,
on peut considérer que les tirages sont simultanés.

Exemple : Une urne contient 4 boules numérotédsald.
a) On tire deux boules en remettant la premiemrép@vec remise)
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Cas possibles : 1-1, 1-2, 1-3, 1-4, 2-1, 2-2, 2-3, 3-1, 3-2, 3-3, 3-4, 4-1, 4-2, 4-3, 4-4
(4 choix pour la 1% 4 pour la 2™: 4 x 4 = 16 poss.)

b) On tire deus boules successivement sans renteefiremiere (ordre, sans remise)
Cas possibles : 1-2, 1-3, 1-4, 2-1, 2-3, 2-4, 3-2, 3-4, 4-1, 4-2, 4-3 (12 poss.)

(4 choix pour la 1% 3 pour la 2™: 12 poss.)

c) On tire deux boules ensemble : pas d'ordre édrboules

Cas possibles : 1-2, 1-3, 1-4, 2-3, 2-4, 3-4 pd$s.)

(comment dénombrer sans les écrire tous ?)

2.2 p- listes d’'un ensemble a n éléments

Définition :

Soit E un ensemble a n éléments &t pl.

Une p-liste est une liste ordonnée de p élémemtdarcément distincts de E.
(c'est-a-dire un élémenty(x.., ;) de B).

Exemple : E ={1,2,3,4} (1,4,1), (2,1,3), (1,2,3 sont des 3-listes de E.
Propriété : Si E a n éléments, il ymlistes possibles.

Application aux dénombrements :

Si on choisit p éléments non distincts et aveceoddms un ensemble a n éléments (exemple :
tirages successifs avec remise, lancers de plssiEs;, de plusieurs piéces, ...), il yYan
résultats possibles.

Démonstration :
Pour choisir un élément{x..., x;) de B Il y a n possibilités pourixn pour . ..., n pour .
Entout:nxnx. xn=rf,

Exemple :

On lance 10 fois de suite une piéce de monnaie.
A chaque lancer, il y a deux résultats possibles.
En tout 2° = 1024 résultats possibles.

2.3 Arrangements

Définition : Soit E un ensemble a n éléments stmp
Un arrangement a p éléments de E est une listenédod'éléments distincts de E.

Définition :
Si p<n, on note & le nombre d'arrangements a p éléments d'un enseémbéléments.

(n—p)

Propriété : Pour tout il N, pour tout pg n, AR = =Enn=1)...n—p +

Application aux dénombrements :
Soit E un ensemble a n éléments. Si on choisiémeénhts distincts et ordonnés (exemple :
tirages successifs sans remise), il yhadsultats possibles.
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Démonstration : Choix du premier : n possibilités
Choix du deuxieme : n — 1 possibilités

Choix du p-éme : n — (p — 1) possibilités (p soht déja pris)
Donc A=nx(n-1x..x(n—(p-1))
_nx(n=Dx..x(h=p+ IX(N—-p)x..x2x1 _  n!

- (n-p)x..x2x1 ~ (n=p)!

Exemple : Une course de chevaux compte 7 chevadépart. Combien de trios gagnants
sont possibles ?

On choisit trois chevaux parmi 7, et 'ordre intent.
Il'y a A3 = 7x6x5 = 210 résultats possibles.

2.4 Permutations

Définition :

Soit E un ensemble a n éléments.

On appelle permutation de E tout arrangement @meits de E.
(une permutation est donc une maniére d'ordonsea¥léanents de E).

Propriété : Si E est un ensemble a n élémentsa ihlypermutations de E (c'est-a-dire il y a n!
manieres d'ordonner les éléments de E).

. . n! n!
Démonstration : p=————— =—~ =

(n—-n)l" 0! n

Exemple : Un championnat a 6 équipes est réalisgbizn y-a-t-il de classements
possibles ?

On cherche le nombre de maniéres d’ordonner umdrisea 6 éléments. Il y ax3x4x5x6 =
720 classements possibles.

2.5 Combinaisons

Définition : Soit E un ensemble a n éléments. Beiin.
On appelle combinaison de p éléments de E uneeetE a p éléments.

Remarque : Une combinaison est un ensemble d'étérdistincts et non ordonnés.

Définition : Soient p et n tels quesDp<n
(g) (« p parmi n ») est le nombre de combinaisong@ments dans un ensemble a n
éléments.

Remarques : {}}) est appelé un coefficient binomial.
2) Dans certains livres, on trouve encore I'ancgenatation &.

n!

Proprieté I p<n, (B) :ml
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Démonstration :
Choisir un arrangement a p éléments, c’est chorgrpartie a p éléments de E, puis choisir
un ordre sur ces p éléments.

n L AR i
pone = () *pt () =5 = 5T o7

!
Exemple :(7) = % =1 ; ©-21

Propriété 1nO N, (g) =1,(R) = 1(2) =n

. . m_ nh! m__nht
Démonstration (8) =57 7= 1 () =g =1 (1) =g 1)'1I N
(a I'oral cohérence avec les ensembles)

Application aux dénombrements :
Soit E un ensemble a n éléments.
Si on choisit sans les ordonner p éléments damseleble (ex : tirages simultanés), alors il y

a(p) résultats possibles.

Exemple :
Dans un jeu de 32 cartes, on tire simultanémeart@s.
On choisit donc 3 éléments parmi 32.

32! 32x31%x30_

Nombre de résultats possible?) = 2013l = 3xa = 16%31x10 =4960

Remarque :
Lorsqu'on répéte la méme épreuve n fois, et quiorsit k épreuves parmi ces n épreuves, il

y a(R) possibilités.

Ex : On lance 5 fois un dé.

Combien de résultats en tout ? avec exactemenvia™t l'arrivée ?

En tout : 6 possibilités

Avec 2 "trois" a l'arrivée :

5x4
2

(33...,3.3.,3..3,,3...3,.33.,, .3.3,, .3..3, .,33.3, ...33)

Choix des trois autres dés xBH x5 =125

Donc 1250 possibilités.

5l
Choix des places des "trois(8) = 3|'2, = 10 possibilités
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Conclusion : Avec ordre :PAossiblités

Eléments distsict — (tirages successifs sans remise)
Choix de p éléments T——__ Sans ordre(g) possibilités
dans un ensemble (tirages simultanés)

de n éléments

Eléments nonidists : X possibilités (I'ordre compte)
(tirages successifs avec remise)

2.6 Propriétés des coefficients binomiaux
Propriété :si&ps<n, (R-p) = ()
Démonstration :

n!
T

G- =m—m=pym=p1

'(n -p) !~ (p)

Propriété Formule du triangle de Pascal
Pour tous entiers petntels qus p<n, (3-0) + () =(3*9

Démonstration :

n!
(-9 + () == 1)'(n—(p ) pi(n—p)!

_ n! n! _ n! (1 +;)
P-Din-p+D-p) pxp-(n-p)! (P-D(-pln—p+1 p
n! p+n—p+1 n+1! (B”)

~(P-Dn-p)(n-p+ Dp pln+1-p)

lllustration : le triangle de Pascal :

p—-1
n-1 (3:1) + (Y on ajoute les deux termes de la ligne piécte
n 5)
n\p 0 1 2 3 4 5 6 7
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 35 35 21 7 1
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Propriété (formule du binbme de Newton)
Pour tous nombres réels a et b et pour tout emdieerrel > 1,

@+bf= 3 ()t
k=0

Démonstration : par récurrence sur n (assez complex

Remarques : _ Pour trouver les coefficients switsed suffit de lire la ligne correspondante
du triangle de Pascal.

n
_Onaaussi:(a+by ) (E)akbn—k
k=0
Exemples: (a+BFd +2ab+B
(a+bj=2a+3&b+3ab + b’
(a+bj1:aé.1+4a’3b+6éb2+4a8+b4

i (®) = i (D1 =@ +1f=2
k=0 k=0

2.7 Nombre de parties d’'un ensemble a n éléments
Propriété : Si card(E) = n, avedhN alors card(P(E)) ="
Démonstration :

Soient (%, X, ..., %) les éléments de E.

Pour choisir une partie A de E, il faut choisir pahaque élément, s'il appartient & A ou non.
Il y a deux possibilités pournx2 pour ¥, ..., 2 pour %. En tout 2 possibilités.
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