1. Limite d’'une suite
1.1 Définitions

Remarque : Sixet x sont des réels,
|x - xo| est la distance entre les nombrggixx.

| x — x| < A signifie que x est une valeur approchée gla A prés.

Définition : Soit (W)non UNe suite et L un nombre réel.
On dit que (W) converge vers L si pour toait> 0, il existe un ranggra partir duquel on a

luh—L|<e:0e>0,0ON, On2ng, |h—L| <e.
Définition : Une suite qui ne converge pas est Egsuite divergente.
Remarque |: M- L| < € signifie que y est une valeur approchée de & @res.

Exemples :
La suite W :% + 2 converge vers 2

La suite | = rf est divergente, la suitg & (-1)' est divergente.

Définition : Soit (4)no N une suite. On dit que u tend verso;+et on note ﬁlimoo Un = + 00

si, pour tout ALl R, il existe un ranggdw. partir duquel on a & A, c’est-a-dire :
OAOR,On 0N, ONn=ng, by = A.
De méme, on dit que u tend vers et on note, _)Ii[pOo Un = - o Si, pour tout réel A, il existe

un rang g a partir duquel on a i« A.
OAOR,nON,ONn=ng, <A,

Exemples : limn®=+w  lim-3n=-c
n - +oo

n - +oo

1.2 Limites usuelles

Propriété (admise) :
lim n=+c lim n*=+w etplus généralemept +Iimk =+osikN

n - +oo n - +oo

lim Afln=+c limn!=+oo

n —» +oo n - 4o

Propriété (admise) : Soitld R.
_siq>1alorg _lim, q'=+o _sig=1alorg _lim, qg=1
_si-1<q<Zlalorg lim q'=0 __si g - 1 alors la suite (fyn'a pas de limite.
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Exemples . _lim, 0,999 = 0,, lim 1" = 1, lim, 1,007 =+00 Il

1.3 Opérations sur les limites

Propriété (admise) :

n M, ¢, Un n M, o, Vn n M, o (Un + n M, o UnVn lim Yn
n - +ooVn
V)
L L L+L LL SiL'# O,%
SiL'=0:siL£0:o
siL=0:F.l.
L 0o 00 SsiL#z0,00 0
siL=0, F.L
00 L' 0o SiL'#0,0 00
siL'=0, F.l
+ o0 + o0 + o0 + o0 E.l.
+ o0 - 00 F.l. - 00 F.l.
- + 00 F.l -0 F.l
- 0 - 00 - 00 + o0 F.I.
Remarque :

Pour les limites du typexd", c'est I'étude du signe qui permet de conclure.

T =— i + = + i =
Exemples : gl n+ In(n) nllrgmn In(n) = +o n'lfKL u,=0

n

vnz—e lim =+0 lim-1 +—1 =-1 donc lim——= -
1 n - +oo n - +oo .\/F] N - +oo 1
14— 1+
A/n A/n
_ . __n .
whp=n-=In(n): F.l 'Z_In(n) o = P

Propriété : Soient a et b des nombres réels @bt - .
Soit (u,) une suite et f une fonction telle quen O N, f(uy,) est définie.
Si lim uy,=aetsi limf(x) =b alorsn Ii+mm f(uy) = b.

n - +eco X - a

Exemple:¥=¢€""! lm-n+1=-0 lim &=0donc lime""*=0
n - +oo ©

X — -o00 n-
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1.4 Méthodes pour éliminer une forme indéterminée :

Une forme indéterminée ne signifie pas que la 8miexiste pas, mais que la forme ne
permet pas de conclure immédiatement.
Type : "+00 —oo" "0Oxo0" "0/0" "oofco"

Il faut donc, de maniére générale, transformeptession.
Plusieurs méthodes :

_ Factoriser ce qui est développé / Développeucess factorise...

_ Utiliser les formules de transformation : In(aln¢b) = In(ab), etc..., forme conjuguée pour
les racines carrées

Exemple :y=n+1=/n F..
n+1_{n _n+1nan+infn) _ntLAr*_ _n+i-n _
- (/n+1+/n) An+1+n An+tl+an

lim \/n+ 1 +/n=+o donc_lim u, = 0.

n+1+ n n-se

Factoriser par le terme estimé "le plus fort"
Ex:1)u=3-2"(F.l)

2)" 2\" . .
=3\ -(Z] ) im, 1) =1 ) im, 3= v doncy i, u=ven

2)n ﬂn'}rooSrF—3n+1:F.l. 5%—3n+1:?(5—%+ﬁlz)doncn limm5¥—3n+1:m

_ Utiliser les croissances comparées (voir plun) lo

_ Utiliser les équivalents (voir plus loin).

1.5 Croissances comparees

Propriété Croissances comparees
n N
g ) _ € a
lim =0 Im——+ooetS|a>1 Ilmﬁ

n - +oo nﬂ+oo

De maniere générale :@i> 0 etf3 > 0,
) n(n (xn N
Ilmi—L 0 lim S F=te (a>1) |Im6:3—+00

n - +oo na+oon

Exemples : y= i —In(n) = ﬁ(l —%@j lim %{}) =0 donc_ lim uy = +co.

— +oo
3

vn:?—r?zg‘(l—g—:) lim 3n—0doncn limv, = + co,
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2. Théoremes de convergence

2.1 Limites et ordre
Propriété :
Soit (4,) une suite qui converge vers un nombre réel L.
Siaetb sonttels que a <L <b, alors il existeang g a partir duquel a <p< b.
o, ON=ng, a<y<h).

Théoréme de comparaison :
Soient u et v sont deux suites telles guell N, u, < v,
_ Siuetv convergent alonrs +Iim < nIirr+1 Vp.

_Sln _I!rrloo Un = + oo alors ilrgoo Vp = +00

n
_ Sln Hn]roo Vp = -0 alorsn llrgmun = -o0o0,

Exemple : soit gi= n + (-1} on ne peut conclure avec les théorémes généraux.
OnON, (-1)"=-1donc y=n-1
Commen lim n—1 =+, par théoreme de comparaison, o, = + oo

Théoréme d’encadrement (ou théoréeme des gendarmes)
Soient u, v, w trois suites et L un réel.
Si pour tout rit] N v, < U, £ w,, et sin Iir+n Vp = nIirr+1 w,=L

Alors la suite u est convergentenetmlim = L.

Remarque : Le théoréme des gendarmes donne & la fmynvergence et la valeur de la
limite.
n
Exemple : y=2 +%L pour n> 1
n
Pourn>1,-1<(-1)"<1, -lsg—lls1 2 e Up < 2 o2
n- n ~n n n

n ﬂm_m 2 —% =2 n _I)irr_}_Oo 2 +% =2 donc, par encadremth,_) Amun = 2.
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2.2 Limites et suites monotones

Théoreme :

_ Toute suite croissante et majorée convergeo(ée suite croissante qui ne converge pas
tend vers -eo).

_ Toute suite décroissante et minorée convergeljet suite décroissante qui ne converge
pas tend verso).

Remarque : Attention, ce théoreme nous donne texie d’'une limite, mais ne nous donne
pas la valeur de la limite !

w=1
Exemple : Soit u la suite définie par :
P P Un+1 =\2 + b
On a vu dans le chapitre 3 quen [0 N, u, < 2, et on a montré qu'elle était croissante.

u est croissante et majorée par 2 donc u convengewn nombre réel L et£.2 .

2.3 Limites et suites extraites

Propriété : Soit (}) une suite et L un réel oucdou - oo,
Si la suite (W)no N tend vers L, alors les suiteS{Ynom, (Uh+2) N0 N, (Uan)no N, (Uzns)no N
tendent aussi vers L.

Définition : Soit f une fonction de R dans R. @ppelle point fixe de f tout réel x tel que f(x)
= X.

g . . . e U UR
Utilisation classique : Soit fuune suite définie par{: 0=’ :
) Un+1 - f(Un)
Si (w,) est convergente vers un nombre L.
alors on peut montrer en général (en utilisanbpEsations élémentaires) queyj(aonverge
vers f(L).

Commen Ii£n U+1=L,ona:L=1f(L). Donc L est un point fixe dle
Donc si (4) converge, elle converge vers un point fixe de f.

Remarque : sigiest un point fixe de f, alors la suite est cortstan

. , L, Up = 1
Exemple : Suite de I'exemple préceéd nar;ﬂ: 2+ u
On a vu que ({) converge vers un nombre réel L. Dcfrz + U, converge verg/2 + L
Comme (y:1) converge vers L,ona: L2 + L= L?=2+ L L2—L-2=0.
(-1 racine évidente) (L + 1)(L—2) = 0.
L=2oulL =-1(ne convient pas car=i1 et u croissante). Dogg +L§mn =2.

Propriété : Soit u une suite. Sp{uet (n+1) convergent vers la méme limite alors (u)
converge vers L.

Remarque :

Sith=(1 W=(C1"=1  uyp1=(-1""=-1 () et (bn+1) convergent, mais n'ont
pas la méme limite
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2.4 Suites adjacentes

Définition : Deux suites () et () sont adjacentes si :
(1) (w) est croissante

(2) (w) est décroissante

3) lim (vo—t) =0

Remarque : puisque {uest croissante et {vdécroissante,,+ u, est décroissante.
Comme Iir+'n Vh— U, = 0, on a toujourspy~ b, = 0 donc Y < vy,
n - +oo

Propriété :
Si deux suites () et (w) sont adjacentes, alors elles convergent touseddax, et leur limite
est la méme.

Schéma

Démonstration :

Pour tout N , u, < v, < Vo donc (W) est majorée parny

Comme (4) est croissante et majorée,)(aonverge vers une limite L.

De méme, (¥) est décroissante et minorée pardonc elle converge vers une limite L’.
Commen li+mm Vn— LW = nlirpm Un —nlirpmvn =L-L"=0 doncL=L

n
Exemple : soit g= > Elz et = W +%. Montrer que (1) et (#) convergent vers la méme
k=1
limite.
1 .
1) hi—Wh= n+1 > 0 donc u est croissante.

1
n+1 n

n+1
__1 1 1 n+n@ +1)—(n+f)__ -1
T(n+1? n+l n_ n(n + 1f “n(n + 1f

B)va—Ww :% doncn Iir+r°1c(vn -Ww) =0

1 1
(2) Vne1—Wn = (Un+1 +_) —(Un +E) =lh+1—Wh t

< 0 donc (W) est décroissante.

Donc (u) et (W) sont deux suites adjacentes.
Donc (u) et (w) convergent donc vers la méme limite T8)

Remarque :

Dans certains exercices, on montre qug) @t (Lkn+1) SONt deux suites adjacentes. Dans ce
cas, on peut conclure qu'elles convergent ver€laenimite L, donc que fuconverge vers
L.
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3. Relations de comparaison
3.1 Suites équivalentes / Suite négligeable

Définitions : Soient u et v deux suites qui nerstde pas a partir d'un certain rang.

. L . u
_ Ondit que u et v sont equwalente§ si r\nﬁh: 1 On note y~+ V.
— oo n
. L .. u
_ On dit que (1) est négligeable devant.j\si nI|m V—” =0 On note 4= o(W).
— +oo n
Exemples :

Up=-2n+3, ¥ =rf alors% = % +§z (pour n=1) Donc lim % = 0. Donc -2n + 3 = ofi
n n - +oo n

2
h=rf-n  w=rf fim 2= im 5" im 1-% =1 doncA-n~.n’

n - +o n - +oo n - +oo n

Remarques :
si lim u,=0 et Iir+n Vh =L # 0 (ouc) alors @ =+« 0(V)

n - +oo

Si nIirr+1 uw=LOR et Iirp Vi =00 alors y =4 O(Vn)
Si limu,=Iimvo=LORetzZ0 alors y~+« Vv

n - +oo n - +oo

Propriété : Soient u et v deux suites telles gue .
Si nIirr+1 Vn = L (fini ou infini), anrsn Iir+n Un = L.

Pour déterminer la limite d'une suite, on peut ddm&rcher un équivalent plus simple.

Exemple : Ai—n ~ & donc lim n® =+ donc_lim n’—n = +o
n - +oo n - oo

Propriété fondamentale : (Equivalent d’'une somme)
Si u, v, w sont trois suites telles que, =W, + W, avec W =4« 0(Vn) alors W ~+ o« Vi

Attention, cette propriété est fausse pour un ptddualn(n) n'est pas équivalent a n).

Exemple : Equivalent d€r 2n + 3
-2n+3=0(R) doncfi—2n + 3 ~ A

3.2 Exemples classiques

Propriété : (croissances comparées)

1) i = o(rf) sia <P

2) In%(n) = o(rf) pour touta>0, B>0.

3) ' = o(e®), n" = o(d) pour toutn>0, >0, a > 1

4)d=o)sia<b

(On peut retenir : « une exponentielle (ou unssarnce) 'emporte suf pqui 'emporte sur
un logarithme »)
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Exemples :

1) In(n) = o§/n),~/n = o(n), n = o), ¥ = o(2),2" = o(&), ...
2) ,,=5"=n Limite ?

(F) n=0(%) donc 4~ 5' Donc_limu, = lim 5=+

— +oo

Propriété :
Un polyndme en n est équivalent & son mondéme dehalut degré.
Une fraction rationnelle en n est équivalente antignt de ses monémes de plus haut degré.

Exemple __2_5n *3 505
Pl =17 W ™
lim 2= 0 donc_lim23~>=0.

Attention : Les expressions contena’ht\éﬁ, In(n), €, n!.... ne sont pas des polyndmes en n !

Propriété :
Soit () une suite. Sni Ii+mvn =0 alors :
In(1 +w) ~ W, -1~y

Exemple : Equivalent simple de(lh—ﬁgl_—]]

. 1 1 1 1
nltrqm- H—Odoncl 1—n2_]j Po1T W

3.3 Opérations sur les équivalents

Propriété : Soient u, v, w, z des suites ein réel.
_Si Y, ~ V, alors ywp ~ vawy,
_Sin~wetsia OR, alors y* ~ v,

Uan ~VnZn
iU~ ~ . , U, V
_Sith= Vo etwy ~ 7 alors) W, et z ne s’annulent pr;t\,?/ﬂ ~=1
n

Zp

Remarque : Attention, ne pas utiliser des reglemgxistent pas !
Up ~ Vh = Up + Wh ~ Vi + Wy

Un ~Vh = In(un) ~ IN(Vy)

Un~ Vp = el ~ "

Exemple : 2
n
Equivalent puis limite de,u= (0 Zr/ﬁ_zi_)(lé/ -1).

n+2n-3~A nlirqm%=0doncé/”—1~%

2 x
n .
~1 Donc I|[nun:1.
n - +oo

n’ + 1 ~1f doncy/n? + 1 ~y/n’~n Donc y ~
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