Introduction :

Une suite (W) peut étre définie de trois maniéres :

_une formule explicite de,en fonction de n : ExXCnO N, u, = 2" —3n

oL . +

_la valeur initiale et une formule de récurreng: w = 50 n 0N, Un+1 =E”—£11
o —

_de maniére implicite : vue plus tard dans I'année

Il est beaucoup plus simple de connaitre le corepmenht d'une suite quand on a la formule
explicite. Malheureusement, la plupart des suites définies par une formule de récurrence.
Pbs :

_ Comment passer d'une formule de récurrence oumale explicite ?

_ Comment étudier une suite sans avoir de formpécite ?

1. Suites usuelles

Pour certaines suites particulieres, on sait patesé formule de récurrence a la formule
explicite. On essaiera de s'y ramener le plus saypassible.

1.1 Suites arithmétiques

Définition : Une suite (§)non €St une suite arithmeétique s’il existe un réel que pour tout
NON, Uppp =W + 1.
Le nombre r est alors appelé la raison de la suite

Remarque : Dans la pratique, pour montrer qu’uite gst arithmétique, on peut montrer que
Un+1— Uy €St constant.

Propriété :
Soit (W)no v Une suite arithmétique. Aloisn O N, u, = W + nr
De maniere plus généralénON, OpON, uy = + (n—p)r

Démonstration par récurrence sur n :
A faire
De plus, commer W + nr et y = w + pr par difference :-u, = (n — p)r

Exemples :

1) A l'année 1, on possede un capitakFC 000 euros.

Chaque année, ce capital augmente de 50 eurosC 3eitapital au bout de n années.
Déterminer G en fonction de n.

Ch+1 = G, + 5 donc (G) est une suite arithmétique de raison 50.

DoncOnON, C,=C; + (n—1x50 = 1000 + 50(n — 1) = 950 + 50n

Up =3
_1+u .Onadmetque nON, u,# 1.

2) Soit (y) la suite définie pary. _
3-t

Un+1

Pour tout r.JN, on pose }‘(:ﬁ

Montrer que (¥) est une suite arithmétique. En déduire I'expoesge (V) puis de (4).
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1 1 1 _3-y
DnDN’V”+l_1—Lh+1_1_1+Lh_3—Lh—1—u_2—2uh
3—-u 3-u
33— 1 33—y 2 1-—y 1

DONC M =W =) oy 1-0 2-24 2-24 20-u) 2

Donc (w) est une suite arithmétique de raison%. =

1 1 1 n-1
DonchDN,Vn:vo+nx§ vo:m:-z DOﬂC\ﬁ:T
1 vh—1
Vn=Tg o V- =1l V- Uvn =1 UVn =1 - o th = rl/n

ngl_l n—3
Doncn O N, u, = n_1 :n—l
2

1.2 Suites géométriques

Définition : Une suite (§), 0 IN est une suite géométrique s'’il existe un nombreqéel que
pour tout nUJ N, Un+1 = Q.
g est alors appelé la raison de la suite géomeétriqu

Remarque : dans la pratique[sh [0 N, u, # 0, pour montrer qu’une suite est géométrique,

u
on montre queS—*l est constant.
n

Propriété : Soit ({)»ow une suite géométrique de premier termetue raison g.
Alors,ONnON, Uy =t x " OnON,OpON, h=thxd"P

Démonstration par récurrence sur n :

Remarque : Inversement, toute suite de la forgreax b" est une suite géométrique de
raison b.

Exemple :

L'année 1, on possede un capitaFCL000 euros. Chaque année le capital augmeriigode
Soit G, le capital a I'année n. Détermingy. C

OnON, C+1=G,+0.05G =1,05G (G, est une suite géométrique de raison g = 1,05.
DoncOnON, C,=C, x g = 1000x 1,08
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1.3 Suites arithmético-géométriques

Définition :
Une suite (Wnon €St une suite arithmético-géométrique s'il existax réels a et b tels que
OnON, u+r=ay + b.

Propriété :
Siaz 1, il existe un unique réel c tel que ¢ = ac {best appelé point fixe de la suite.)
La suite y = W, — ¢ est géométrique de raison a. (c'est-a-dird guél N, u, — ¢ = d(uo — c))

Démonstration :

c=ac+be c—-ac=b= (1-a)c=b- czli_a(cara;tl)

Pourtout N, Vps1 = lhsa—C=ad+b—-c=ag+c—ac—c=au ac = a(4d— C) = ay
Donc (w) est une suite géométrique de raison a.

DoncOnON, vp=d X Vy = Uy—C = d(Up— C).

Exemple : soit (§),o N la suite définie par n O N, Uy =3th—2 et g = 3.
(un) est une suite arithméco-géométrique.

1) Recherche du point fixe : ¢ =3c -2-2c=-2= c=1

2) Donc = w,— 1 est une suite géométrique de raison 3.
DoncOnNON,v,=3Vo W=w-1=2

Uh—1=3%x2 doncu=1+2x3"

Remarque : sigest égal au point fixe, alors la suite est corstgoar ¥ = Uy — ¢ = 0 et ()
géométrique donc,\v= 00 n O N, donc y = ¢).

1.4 Suites linéaires récurrentes d’ordre 2 a aoeffts constants

Définition :
Une suite (Wnon est dite linéaire récurrente d’ordre 2 a coeffitseconstants s'il existe deux
nombres réels a et b avee B tels que DN N, Uy+2 = ay+1 + bu,.

Définition : On appelle équation caractéristiqudalsuite I'équation : %= ax + b

Théoréme (admis) :

SoitA le discriminant de I'équation caractéristique.

__SiA >0, soient xet % les racines de I'équation caractéristique. Albexiste des réels et
utels que O nON, Uy =AX;" + px,"

__SiA =0: soit % la racine double de I'équation caractéristiquarsil existe des réekset
ptels que O nON, uy = An + )Xo

Remarques : _ on détermihd€lambda) efr (mu) en utilisant les premiers termes.
_le cag) < 0 n’est pas au programme.

Exemples :

1) On considére la suitefjdon définie par : Wi =5t - 6lhp =4 ety=>5:
Equation caractéristique *x 5x —6 X—5x+6=0

2 racine évidente (X — 2)(x — 3) =0 deux racides 3
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Donc u est de la forme & A2" +p 3"
Jup=Al+puP=r+p=4 {A:?

Recherchedhetu.{ul:)\zlﬂlgl:2}\+3u:5 1 u=-3

DoncOn O N, u, = 7x2" — 3x3"

2) On consideére la suite o définie par : = = 1 etd n O N, Un+z = 4lhe1 — 4L

Equation caractéristique x 4x + 4 =0 (x —2)= 0 une racine doublg x 2

u est de la forme :niF An +p)2"

{UOZ()\O+U)20:“:1
w=QALl+W2'=2Q0 +p)=1"

H=1

A =- DonchDN,un=(-

1 + 1)21.
2

2. Comportement d’'une suite numérique
2.1 Majorants, minorants

Définition : On dit que la suite i o v €stmajorée si et seulement s'’il existe un nombre réel
M (indépendant de n) tel que, pour tout entier,rx M.

On dit que la suite i estminorée si et seulement s’il existe un nombre réel m (pechelant
de n) tel que, pour tout entier n,m.

Si la suite (4) est minorée et majorée, on dit qu’elle lestnée

Cas classique : Méthode a connaitre

Soit 4, une suite definie par{:S:E:Rf(un) OnON

On veut montrer quel N0 N, u, <A (ouu, = A, ou A<u,<B).

On procéde généralement par récurrence.

Pour I'hérédité (< A = Un+1 < A), deux méthodes :

_si y, n'apparait qu'une fois dans I'expressign # f(u,), on peut en général utiliser les
inégalités pour passer dgaily:1

__sinon : on étudie les variations de la fonctiofsduvent déja fait avant)

Par exemple, si f est croissante sur un intervadtesi y, 0 1, et A l alors y < A = f(up) <
f(A). un+1<f(A). En général, on arrive au résultat.

(Attention a bien vérifier quenlet A appartiennent a I).

Remarque : Pour montrer quesuA, on peut aussi montrer qug-tA< 0.

Ex:
Vi = 2
2vn— 9 Montrer qued n= 1, \h < 3

Soit v la suite définie par{: 0N 1, ey =
Vh—4

Par récurrence :

_ vy =2< 3 donc vraie au rang 1

2X—9 oy _2X=4)—-(2x=-9) 1
X_4 alorslix#4,f'(x) = (X—4)2 = (X—4)2
Donc f est croissante sur $o:4][. v, et 3 appartiennent a cet intervalle.
Commey<3 f(w) <f(3) w+1<3 donc la propriété est héréditaire
Conclusion {1n>1, v, < 3.

_Si < 3 Posons f(x) >0
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Définition : Soit f une fonction et | un intervall8i f(I) O I, on dit que | est stable par f.

o OR
e = f
f, alors on peut montrer quén 0 N, u, I 1. (par récurrence, a démontrer a chaque fois).

Remarque : Soit u une suite définie p{ah ) OnON- Siw Ol etsilest stable par
n

-><+5(_:‘t
X+1

Ex : Soit f la fonction définie sur R—{1} par X =
_3

e Up =75
(un) la suite définie par{: 072
D n EI N, Un+1 = f(un)
1) Montrer que l'intervalle [1;2] est stable par f.

2) Montrer quéd nO N, u, 00 [1;2].

1) 0 x # -1, £ () =CRX +(}<)+_1(52X + 51 _ . : .

1 2

X
(%) —

fx) |2
\ 1

f(1) :g =2 f(2) :g =1 f([1;2]) =[1;2] donc [1;2] est stablerda
2) Par récurrence :
_3m.

__supposons que, U [1;2]. Comme [1;2] est stable par f, f{i] [1;2] w41 0 [1;2].
Conclusion {1 n N, u, [0 [1;2].

2.2 Sens de variation d'une suite

Définition :

Une suite (W) est ditecroissante si pour tout i N, Unp+1 = Up.

Une suite (W) est ditedécroissantesi pour tout i N, Un+1 < Uy

Une suitemonotoneest une suite soit croissante, soit décroissante.

Méthodes pour étudier le sens de variation d'une s :

1) Le plus souvent : Etudier le signe de la diffi&e .1 — W,
o1
EX:w =1 pour n=0

1 1. 1-(+Hh___n
Un+1— th = (n+1)!_n! - (n+1)! __(n+1)

;< 0 donc () est décroissante

2) Montrer par récurrence quél:n ON, Uy+12= U, (OU WY+1 = Uy) (dans le cas oty = f(up)
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Ex:
: e {_Uo =0
Soit u la suite définie pan: Uoer =\/Un + 200 0 N
Montrons par récurrence quen O N, Up+1= Uy :
_pourn=0:4=0 q:\/idoncusul
_ SUpPPOSONS qU& E Uns1 alors Y + 2< Upsp + 2 \/un +2< \/un+1 +2 W+1= Unez DoONC la
propriété est héréditaire.
DoncU n O IN,un+1 2 Uy, la suite est croissante.

Remarques :
Pour montrer I'hérédité, on aurait pu utiliserdadtion f(x) =\/x + 2.

1 .
Sur |- 2; +oo[ f'(X) = T > 0 donc f est croissante.
X+2

Donc Y, < Up+1 = f(Un) < f(Un+1) Une1 < Unsz
_ Attention, pour une suite définie paki= f(un), "f croissante” nimplique pas,'u
croissante™ !
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