1. Calcul de sommes et de produits
1.1 Calculs de sommes

Notation : Soient n et p deux entiers naturels g=a.
Soient ¥, ...., %, des nombres réels.

n
Alors la somme x+ Xp+1 + ... + %.1 + X, Se note). x;. (i prend toutes les valeurs entiéres entre
i=p
I=n
p etn)oud X;
i=p

n
Z\A dernier terme
i=p

X premier terme
ndice de sommation

M=
=l
1
i)
+
NI
+
+
Sl

15
Exemples : 3+ #+ ... +15 =) i?
i=3

T
RN

Remarques :
__Le nom de I'indice de sommation (ici i) n’a pasnghortance, mais ne doit pas étre une

variable déja utilisée. On ne peut en aucun cestleuver dans le résultat de la somme !
n
__ > % contientn—p + 1 termes.

i=p

5
Exemple :> k*=22+ 3+ £+ 5°o-. 4 termes
k=2

Propriété : Somme d'une constante (= ne dépendeps

n
SoitadR Y a=(n-p+1ka

i=p

n n
Exemple >.3=(n+1)x3 > xP=ny¥

i=0 =1
Propriété :
Si (U)i o v est une suite de réels, alors
n n n n
dDu=Y u-—Ww (pourn=1) DUu=> u-Ww-uw (pourn=2) etc...
i=1 i=0 i=2 i=0

n n
(car Yu=w+..+h=W+tu+.. . th-W= 2 Uu—W)
i=1 i=0
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n n n
Exemple: > i?=Y i -0F-1=Yi*-1
i=2 i=0 i=0

Propriété : Soit ()N une suite de réels. Alors :

n+1 n n+1 n
DU=D U+l (Card U=+ ...+ h+ U= U+ Us1)
i=0 i=0 i=0 i=0

n .
Ex:pourtoutr=1, §=> 2
i=1

n+l n
Alors Su=>2=Y 2 +2" =g+ 2"
i=1 i=1

Propriété : Si (@@ et (k) sont des familles de réels.»etin réel ne dépendant pas de i, alors :

Y@+h)=Xa+Xb X (Ma)=rXa

Attention ZI (aby) # (ZI: a)(zl h) !

A retenir : on peut sortir un facteur de la somfilene dépend pas de l'indice de sommation !

1.2 Sommes usuelles

Propriété : Formules a connaitre !

Pour toutre 1
N

i « - hn+1)
k=0 2
@+2+..+n)
Z”: 2 = n(n + 1)(2n + 1)
k=0 6 ° vraie aussi & partir de 1
1P+ 2+ ... +1)
i & = n’(n + 1Y
k=0 4

PB+2+...+n) J

n +1
siqz 1, o =11J:1q— (vraie seulement a partir de 0)
k=0

(L+q+f+...+d)

Démonstration : On démontrera toutes ces formulesd& d'un raisonnement par récurrence.
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n n n n
Exemples : 1) Calcul d& (k2 + 2k + 3) =3 K2+ 23 k + 33 1 =100 +1)é2” Dy n(n +1)
k=0 k=0 k=0 k=0
+3(n+1) —g—)(n(Zn +1) + 6n + 1g) DT . n + 18)
1 n+4
n+32 n+3 1 k n+3 1k (1\0 1 _(gj
2) Calcul de g= Z—R S = 22() (Z(g) —(é)j:ZX 1 -1
k=1 k=0 1-=
3

3 1 1
Sh=2><§(l—3mj—2:3 373

1.3 Changement d'indice

fin
Soit S une somme d'indice i. S 2 X;
i=debut
Pour se ramener a une formule connue et se raradherfaut parfois changer d'indice en
posantj=i+rouj=-i+r, ourestun entielatif. Il faut alors changer 'indice PARTOUT
(dans I'expression et dans les deux bornes).

2 O ., o 1-49  a0_1q
Ex:S=>4""onposej=i—-3(donci=j+3) Sx4"“=4 xﬁ:4x 3
i=3 i=0

Attention, des changements d'indice du type j ¥ 2i2i+1 ne sont pas possibles !

Sommes télescopiques :
Principe : Soit f une fonction définie sur N.

On considére une somme de la forméf(k + 1) — f(k)). Alors, les termes successifs se
k
simplifient (a I'aide d’'un changement d’indice ou €crivant a I'aide de pointillés)

Exemplez( k+1-/k) = Z k+1- Z&-Nﬁ AN +n+1) = ([0 +41+
+\/F1) n+1—\/6 n+1
z k+1- z\/E (k—k+1)k§_:l\/_—k20\/l_<—k21\/l_< ZO\/T<= n+1-/0=
s
1.4 Sommes doubles

On considere une famillei{y oq1..ny,j 0.0 de nombres réels.

U11 Uy Ui p
Ui 1 Ui j Ui p
Un’]_ Up’J Un’p
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La somme de tous ces termes est notée : > u; ou PRIy
(i,j) O{1..n}x{1..p} l<i<n,1l<j<p

n p p n
Propriété (Formule d'interversion des sommes) > uj = > > Uj =2 > Uj
(ij) O{L.n}x{1..p} i=1j=1 j=1i=1

Exemple :

n( p n P n n
Y ixj = z(zixjj:z(izjj:z(ixp(pgl)):p(pz’fl)Zi:p(p+1)4n(n+1)

() O {1.npx{1..p}i=1 \j=1 i=1\ j=1 / =1 i=1

Sommes triangulaires :
On suppose ici que n = p. On obtient un tablearécar

U1 Ui o . Ui n
U2 1 Uz o Wn
Un’]_ Un,z aes Un’n

La somme des termes encadrés est notéE u;

l<i<j<n
n j n/n
Propriété : > u;= X (Z u,jj =2 (Z Ui.ij
1<i<jsn j=1i=1 i=1\=i
(on fixe un des indices entre 1 et n, puis onvaiter I'autre en fonction du premier)
Exemple :
n j n i n e n:.3, :2
Caleulde Yi=YYix=Y|jYil=y pdlED=y 2L
~ vt bt bl < 2 = 2
A+ 1) D@L L 1
_1(r’(n _1 1
= 2( Tt 5 j =22[n(+1)[Bn(n+1) + 2(2n +}) Son(n + 1)(3R +7n + 2)

1.5 Calcul de produits
n
Notation : si y, W, ..., 4, sont des nombres réels alofs<w, % ... X U, est noté|'| u.
i=1
Définition (Factorielle) : 01=1

n
pour toutmI N, n>1,n!=[]k
k=1

Exemple :4!1=%2x3x4=24

Remarque EInON, (n + 1)! = (n + 1)x n!
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2. Le raisonnement par récurrence
2.1 Quelques éléments de logique
Une proposition est une affirmation qui peut én@e/ou fausse.

Notations :
« pour tout élément de » se nate
« il existe un élément » se nadfe

Exemples :

Pour tout XxJ R, ¥*> 0 s’écrit aussi] x 0 R, X*= 0. Cette proposition est vraie.

Il existe xO R tel que % = 2 s’écrit aussilx 0 R, X = 2. Cette proposition est vraie.
Mais par exempl&x O N, x* = 2 est faux.

Attention a ne pas confondre implication et équénak :

implication : A= B : si A est vrali, alors B est vrai (mais B peweé&rai sans que A le soit)
équivalence : A= B : A est vrai si et seulement si B est vrai.

Exemples :

_X>3=>x>0 _X=3x"=9
_&=3 = x=1In(3)

2.2 Principe du raisonnement par récurrence

Axiome de récurrence :

Soit B, une proposition qui dépend d’un entier naturel n.

Si 1) R est vraie (initialisation)
2) si on suppose,Rraie a un rang n quelconque, alogs Pest vraie (P= Ph+1)
(hérédité)

Alors pour tout r= 0, R, est vraie.

Vocabulaire : _ Supposey, Praie est I'hypothese de récurrence.

Schéma

Remarques :

1) C'est a vous de voir qu'il faut utiliser un caieement par récurrence. Ce n'est en général
pas marqué dans I'énoncé.

2) Quand faire une relation par récurrence ?

- pour une question ou la propriété dépend d'uiere(nt treés souvent) et ou le résultat est
donné dans I'’énoncé ("Montrer que, pour toutN, .... "), ou trouvé a l'aide d'une
conjecture.

- quand on a une "relation de récurrence”, qui pee passer du rangnaurangn + 1

EX Uhsr = f(Uy), X = X" x x, (n+ 1) = nix (n + 1), ...
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- en général, le résultat a démontrer n'est pasalagon de récurrence, mais une relation
explicite au rang n.

3) Dans l'initialisation, calculer séparémérst deux termes de I'égalité (ou de l'inégalité$ pu
vérifier vraiment la relation.

4) Dans I'hypothese de récurrence, on supposeaquepriété est vraie a un rangehnon

pas pour tout n.

Pour montrer P(n+1), il ne faut pas remplacer nmpdrdans P(n), mais bien montrer que la
propriété est vraie !

5) Parfois, il faut montrer la propriété a parturdcertain rangga Dans ce cas, il faut faire
l'initialisation pour .

Utilisations classiques :

UOR
1) (w) est une suite définie p‘{aﬂo L =fu) OnO N
n+1l — n

Exemple :
UW=>5

Soit (w,) la suite définie p;I ONnON, Uy =+
’ 2

U+ 3

a) Montrons quél n N, u, < 6.

_Initialisation : y=2< 6 R est vraie

__Hypothese de récurrence : supposons g@stRraie, c'est-a-dirg, & 6

AIors% U <3 % Uy + 3<6 W+1< 6 donc R, est vraie. La propriété est héréditaire.

_Doncln N, u, £ 6.

b) Montrons quélnO N, u, =6 —%.

_ Initialisation: y=5 6 —510 =6 —1=>5donc fest vraie

__Hypothese de récurrence : supposons queﬁu—%

1 1 1 1 1
A|OrS§un=3—2W1 Eun+3=6—2W1 Lh+1:6—2W1
La propriété est héréditaire.

_DonclnON, u, =6 —2%1.

2) S, est une somme des termes d'une suite=:lp+ Ly + ... + U, = Zn: Ui
On veut montrer une formule suf. S =
_ Pour l'initialisation, remarquez quesi U= U

__Pour I'néredité, remarquez que:S S]Ijroun+l

Exemple :

n
Montrons que, pour toutd@ N, Y i? = n(n + 123(2” +1)

i=0
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1) Initialisation : pourn =0 :

0
Yi=0*=0 00+ 1)é2<0 *1)_ 0 donc Rest vraie.
i=0

2) On suppose que Bst vraie ;Y i% =

n n(n + 1)(2n + 1)
i=0 6

n+1 n
Alors Y =Y i?+ (n+1f = nn+ 1é(2n *+ 1), (n+1¥ (d’aprés I'hypothése de récurrence)
i=0 =0
nnh+1)@2n+1)+6(n+3) (n+1)@F+n+6n+6)_ (n+1)(2F+7n+86)
a 6 - 6 - 6

Or(n+2)2(n+1)+1)=(n+2)(2n+3)=2A3n +4n + 6 = 2+ 7n + 6.

n+l
Donc Y i’= 0+ 1)(n+ 26)3(2(n 0+ 1)donc la propriété est héréditaire.
i=0

3) Conclusion : (F) est vraie pour tout il N

2.3 Récurrence a deux rangs

Propriété :

Soit P(n) une proposition qui dépend d’un entiesir.

1) P(0) et P(1) sont vraies.

2) Si on suppose P(n) et P(n + 1) vraies, alorsH{pest vraie.
Alors P(n) est vraie pour tout=n0.

Exemple :

Soit la suite définie par ;o= 0, R = 1 et par la relation de récurrenceg.ioF= F1 + F.
ona:k=R+kR=1,k=R+Rh=2R=R+R=3,..)

Montrons que, pour toutd N, F, < 2

1) Initialisation :

Fo=0 2 =1 donc P(0) est vraie. 1E1 2=21<2donc P(1) est vraie.
2) On suppose que P(n) et P(n + 1) sont vraigs<: E et Fyq < 2™

Alors Frip= R+ Fy < 271+ 2

Fraa< 2x2"+ 2" FRup < 3x2"

Or 2"?2=2"x 4. donc k< 2™

3) Conclusion : Pour toutid N, F, < 2’
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