1. Généralités
1.1 Définition d'une V.A.R.D./ Loi de probabilité

Définition :

Soit Q, 7, ) un espace probabilisé.

Une variable aléatoire discréte réelle est uneicgmn deQ dans R telle que :
1) on peut écrire X@) = {x;, i O I}, ou | est une partie de N oH4.

2)0i01, (X =x)07..

Définition : Soit X une V.A.R.D.
On appelle loi de probabilité de X la donnée d@X¢t de P(X =, pour tout x[ X(Q).

Remarques :

_ Si l est infini, on ne présente pas les résuttats un tableau, mais par une formule.

__ attention a bien repérer la définition de la \RAX ("X est le nombre de..."), qui permet de
trouver sa loi.

_si X(Q) O N, on note simplement P(X = i) au lieu de P(Xi¥ X

__ Pour déterminer P(X 5)xou P(X =), il faut en général décomposer I'@réent a l'aide

des événements élémentaires.

Exemple :
On lance un dé jusqu'a ce qu'on obtienne 6. Statr¥dmbre de lancers effectués.
X(Q)={1,23,..}=N

Si on note Sl'événement "On obtient 6 au k-eme lancer"

5jk-11

Pourk=1, P(X=K)=P($n..n Sc1 n S) = gx%x x%x%:(g 5

Propriété : Soit X une V.A.R.D. telle queQX) = {x;, i O I}
Alors la famille (X = X)i o est un systeme complet d'événementQ de

En particulier, on adonc : Y. P(X = x) = 1.
i0l

Ex : Vérifions dans I'exemple précédent :

5\k-11 5 i (511
Z(—) =. converge car -1 $<1let) P(X= k)=Z(—j A
s16/ 6 6 k=1 1% 6
_ L 1+°°§k'_l 1 _

‘(k‘k‘l)ék,z_o(a) "6 5 1

Propriété (admise) : Si X et Y sont des V.A.R. tBses el [1 R, alorsAX, X +,
max(X,Y), min(X, Y), XY sont des V.A.R. discretes.
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1.2 Fonction de répartition

Définition : Soit X une VA.R. discrete.

On appelle fonction de répartition de X I'applioatt Fx{ DDF[,CEXll X)

Propriété

Soit X une V.A.R.D. et k sa fonction de répartition.
1) O(a,b)0 R*avec &< b, P(a < X< b) = K(b) — K(a)
2) Fx est croissante sur R

3)Xlir[1m Fx(X) = O,Xlirpw F(x)=1

Démonstration :

1) (X< b)=(X<a)d (a< X< b) (disjoints) donc P(X b) = P(X< a) + P(a< X b)

Fx(b) = K(a) + P(a <X b)

2) si b= a, K(b) — K(a) = P(a < X< b) = 0 donc k est croissante sur R.

3) Fx est croissante sur R et majorée par 1 (car pititéaldlonc elle admet une limite L en +
0,

OnON, AnOAna
n=0An=Q

Donc d'apres la propriété de la limite monotone) RPA)=PQ)=1

Ornlin;lw P(A) = nlirpw P(X<n) :nlirprx(n) =LdoncL=1

De rﬁéme en co. A A

Pour tout ] N, notons A = (X < n). Alors{

5«11
Exemple : avec P(X = k) 6) 6
(=0six<l1

=P(X:1):%si1SX<2

5 11
R0 =PX=1)+P(X=2) 5 +35= 368|2<x<3
5 25 91
=PX=1+PX=2)+ PX= 3)6 367216~ 216> =X =4

= ...

=<
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Propriété : Si X est une V.A.R.D. telle quey(O IN, alors
k
DOKON, (k) =P(X<k) =D P(X=1)
i=0
2)0kON,PX=k)=P(X< k) —P(X<k-1) = K(k) - x(k—1)

Rappel : Pour une V.A.R. définie comme un maximilest souvent utile de déterminer
d'abord P(X k), puis P(X = k). (idem avec P&k) si X = minimum).

1.3 Espérance d'une V.A.R.D.
Définition :
Soit X une VARD telle que Xp ) = {x;, i O I}
Si la série_ x;P(X = %) est absolument convergente, on dit que X admeespérance.
Dans ce cas, on appelle espérance de X, le ré¢l-£{X xP(X = %)
0l

Remarques :
_ Dans la plupart des casX)Y([J IN. DoncO i O, i x P(X=1)= 0.

Donc la séri©_ iP(X = i) est absolument convergente si et seuldrsieelle est convergente.

_si vous trouvez E(X) = 1 vérifiez que vous n'apas calcul® P(X =)

Exemple :

X(Q)={1,2, ..} P(X=K :@(_%

X est a valeurs positives donc absolue convergenoenvergence

1o (Bl 5 »
> kP(X =k) =5 > K 5 -1 <% < 1 donc la série converge.

6
_1
=
Théoréme de transfert :
Soit X une VARD, (XQ) ={x;, i O I} et g une fonction de Xp) dans R. On pose Y = g(X).

k-
% 1:%)( :lx36:6

+ 0
Donc X admet une espérance et E(% > k( j
k=1

(©2216))
)
»

Si la séried g(x)P(X = x) converge absolument, alors la VARD Y admet ispeance et

E(Y) = E(9(X)) = 22 9(x)P(X = x)
igl

Exemple :
k-
X(Q)={1,2,..} PX=K) :(%j 1%
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=—1x. Montrer que Y admet une espérance et calcule).E(Y

On pose Y >

Z‘RP(X k)_z_R (6)“% 27°6 ZW(GJK1:%2@1(1%)'(-1:%%%0(1%)'(

k> 1 k= 1
5 L
-1 <= < 1 donc la série est absolument convergente.

12
, 1 _1.12_1
Donc Y admet une espérance et E(\ﬁ)%:< 5 X777

12

Propriété : Linéarité de I'espérance

__ Soit X une VARD et a et b deux réels.

Si X admet une espérance, alorst Y = aX + b.admetwesgpérance et E(Y) = E(aX + b) =
aE(X) +b

_Si X, ..., Xy sont des variables aléatoires qui admettent cleagna espérance, alors X =
X1+ ... + X, admet une espérance et E(X) = E¢X... + X;) = E(X) + ... + E(X).

1.4 Moment d'ordre r

Définition
Soit X une VARD Soit f1 N". Si X' admet une espérance, on dit que X admet un moment
d'ordre rDans ce cas, on appelle moment d'ordre r le ré€) E(

Remarque : Si X ) = {x;, i O I}, d'aprés le théoréme de transfert, on saitgjudle existe,

E(X" = > x'P(X = x).
ol
Exemple :

X(Q)={1,2, ...} P(X=k) Ok% EQQ) 2

> IeP(X = k) =Y kz( j" =S¥ (kk- 1)+ k)( j

_5 5Kz, 1y (5)1 5 .
362 k(k — 1)(6) - > k(G) 1 <G < 1 donc les séries convergent.

. 5% Sk2 1 (5k1_5 2 1.1
E(X? existe et E()%):%Z k(k—l)(g) 52 5) =3—6x( Seh- ey
k=1 k=1 1 _—) ( —)
6 6

_5 3 . 1 _ _
36><2><6 6 x62=60+6 =66

1.5 Variance d'une VARD

Définition Soit X une VARD.
Si E((X — E(X)Y) existe, on dit que X admet une variance, et g¢ansas on appelle variance

de X le nombre réel V(X) = E(X — E(§)et écart-type de X le nombogX) = ~/V(X)
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Remarque : Une variance est toujours positive.

Propriété (Formule de Huygens) : Soit X une V.A.R.D
Si X? admet une espérance, alors X admet une variandXpt E(X?) — E(XY

Exemple :

X = nombre de lancers pour obtenir un 6.

Onavuque E(X)=6 E@=66.

Donc X admet une variance et V(X) = EjX E(XY = 66 — 36 = 30

Propriété : Soit X une V.A.R.D qui admet une vacaiv(X). Soit Y = aX + b.
Alors Y admet une variance et V/(Y) 24X) et o(Y) = |a]0(X)

Définition :
Soit X une V.A.R.D. On dit que X est une varial&atoire centrée si E(X) =0
réduite sp(X) = 1.
Propriété : Soit X une V.A.R.D. d'espérance m &tatt-typeo
X—m
Alors Y =

est une variable aléatoire centrée réduite.

Démonstration : Y =1— X _m E(Y) :lE(x) _m_
o o o o

Ql3
Ql3

-0. qn=%

O(X):%:l
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2. Lois usuelles
2.1 Loi géométrique

Définition :

Soit X une VARD telle que X@) = N’

S'il existe p0 101 tel que O kO N" P(X= k) = (1 — Y~ p, alors on dit que X suit la loi
géométrique de paramétre p. On note: XG(p).

Propriété :
On considere une épreuve de Bernoulli de succesedngtre p.

On répete cette épreuve de maniére indépendanedusbtenir S. On note X le nombre
d'essais nécessaires. AlorsX G(p).

Démonstration :
X=K)=Sn..n SinS

Les épreuves étant indépendantes, on a : P(X {k}»pf~p
Donc X suit la loi géométrique de raison p.

Propriété :
Soit X une VARD qui suit la loi géométrique de pagdre p. Soitq=1-p.

Alors E(X) :% et V(X) :1—p}9:5qy

Démonstration :

S KP(X =k) = k(1 -pf pet0<1-p<1doncla série converge et

E(X) = +wk1_ “l-px 1 :%—:l
(X) IDEO( pf '=p A—a-pF % p
j(_

> KP(X=K) =X k(k—1)(1-p)~'p+ X k(1 -pf~'p

=p(1 - p)X k(k—1)(1 - py~*+ pX k(1 - pf~*

0 <1-p<1donc les séries convergent et

_ \ 2 pl _2-2p _2-—
B0 =P - P A A P T

Donc V(X) = EQ®) — E(X} =2—F;y9—% =1—p_2i’

Exemple :
On lance un dé jusqu'a obtenir 6. Soit X le nonderéancers nécessaires.

"Obtenir 6 est une épreuve de Bernoulli de probabilité%) =
Les lancers sont indépendants et X est le nomblangers nécessaires pour obtenir un

succes. Donc X suit la loi géométrique de parar‘%étre
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|®|m

k—ll

DoncOkON" P(X =k) =@ = E(X)=7==6 V(X)=

s 1/6 =30 o(X) =4/30

36

Remarque :
si Xoo- G(p), Ok ON, (X > k) ="les k premiers essais sont des éshe
donc P(X > k) = (1 — )

2.2 Loi de Poisson
Définition :
Soit X une VAR telleque: 1) XY) =N
k
2) il existeh > 0 tel qued k O N, P(X= k) :% el
Alors on dit que X suit la loi de Poisson de paraak.

+ oo
Vérifions qued, P(X = k) converge et qu@, P(X=k) =1
k=0

k
YPX=k=¢&3 Ii\_' (série exponentielle)

+ oo
Donc la série converge & P(X = k) = e’e* = e * ** 1.
k=0

Propriété
Si X — PQ) alors E(X) =A et V(X) =A.

Démonstration
N k)\k N )\k ] N-1 k+l A N-1 )\k'
ONDON, ZkP(X k) = Z kl Z(k—l)l =(k'= kl) Z =Ae Zé(.—l
k=0 k=1 — K = .

La série converge donc X admet une espérance t=EX¥ e = )\.
N N 2\ N k N | yk

k )\ K(k = 2\" . KA®
TP =K =3 et = 3 e e 3 e

N N k N - A k'+2 N -2 k'

k(k — InK k(k INE A Az Nk
kzo ki Z ki Z (k=21 ==k Z)Z oK' =A k-zz&'!
Donc cette série converge var@

On a déja montré que la deuxieme série convergessh.

DoncY. k*P(X = k) converge vers? + A. Donc  E(X) =A% +A.
K

Donc V(X) = EQ®) — E(XP =A%+ X =A%=\  o(X) =A[V(X) =/\.
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Cas d'application : la loi de Poisson est ausstléeg’'Loi des événements rares".
On verra en deuxiéme année qu'on peut approckardaomiale B(n,p) quand p est trés
petit, et n tres grand par la loi de Poissok) e posank = nxp. (p< 0,1, n= 30, np < 15)

Exemple :
Une entreprise produit des pots de confiture. Cagupi a un risque de 0,2% d'étre avarié.
On choisit un lot de 1000 pots, et on note X le hmde pots avariés.

On a donc X— B(1000,0.002).
Dans ce cas P(X = 3)@°°90.0020.998°"= 0,1806

3 -2
Si on considére que X% P(2) P(X=23) :23—,6: 0,1804

Conclusion : A retenir

Nom Situation X(Q) P(X =K) E(X) V(X)
Poisson N oo A A
PQ\) ki ©
Géométrique épreuves de N’ A-pf 1 1-p
G(p) Bernoulli P p
indépendantes
X = premier
succes
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