Introduction :

On lance une piéce jusqu'a ce qu'on obtiennegilen note X le numéro de ce lancer
X(Q)={1,2..}= N

Il'y a un nombre infini de possibilités.

Remarque générale : Cas classique

On répete une méme épreuve jusqu'a obtenir un SUDCES'arréte au premier succes.
Alors, si k=1, on s'arréte au k-eme essai si et seulemess kil premiers essais sont des
échecs et le k-eme essai est un succes.

1 Définition d'une tribu

Définition :

SoitQ un ensemble.

On appelle tribu de parties @etout sous-ensembtede PQ) tel que :
(N EORNN

2)0A0OT, A O (stabilité par passage au complémentaire)

3) Si | est une partie de N, et sijJA | est une famille d'éléments de
alorslj o Ai O 7. (stabilité par union dénombrable)

Remarques :

_2(Q) est une tribu de parties €e C'est presque toujours la tribu qu'on étudie.

_ Les éléments d'une tribu sont appelés des évérieme

_On peut montrer que une intersection dénombidéle&nements est un événement

2. Probabilité sur une tribu

(Oral) Rappel : Sf2 est un ensemble fini, on appelle probabilité Syr#(Q)) toute
application P de(Q) dans R telle que :
1)0A O2(Q), 0<P(A)< 1

2)PQ)=1
3) Si A et B sont deux événements incompatible&,[P@) = P(A) + P(B)

Définition : Soit , 7) un espace probabilisable.

On appelle probabilité su€)( 7) toute application P dedans R telle que :
DOAOT,0sPA)<1

2)PQ)=1

3) Si (An)no i est une famille d'éléments de T deux a deux ineilps, alors :

+ 0
> P(A,) converge et P{,on An) = 2. P(A)
n=0
Dans ce cas le triple€), 7, P) est appelé espace probabilisé.

Exemple : On lance un dé équilibré et on s'arréend on fait un 5 ou un 6.

On note le nombre de lancers. Les lancers sonpéerdfants.
Q={1,2,...} = N". Soit A. = "on a lancé k fois le dé pour faire 5 ou 6"
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Soit B ="0On a lancé le dé un nombre pair de fois".
B=A0OA;0As... B=OkonAx
Les événements @Q) sont incompatibles, donc

P(B):gp(%k):é%@m S ngZK% +°°(‘§‘) %(L_lJ
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Définition : Soit Q, 7, P) un espace probabilisé.

Soit Al 7.

Si P(A) = 0 on dit que A est un ensemble négligeabl
Si P(A) = 1 on dit que A est presque sur.

(2.2 2.1 (2)1«1;

Exemple : Suite de I'exemple précédent.
Soit A="Le jeu se termine" A=A1A,0.

1% /5\n-1
Donc P(A) = z P(A) =Y @ %= (' = )%

n=1

n (éléments disjoints)

Dé’i
( %X 1:1
1-—

|| Mg II
wIin

Le jeu se termine presque sdrement.
3 Propriétés d'une probabilité

Les formules valables pour une probabilité surnseeble fini restent valables pour un
ensemble quelconque :
P(A)=1-P(A)etdonc () =0

SiAOB, P(A)< P(B)
P(AO B) =P(A) + P(B) — P(An B) et de maniere générale, la formule du crible

n
Si Ay, ..., A, sont n événements incompatibles]P(A) = > P(A)
i=1

Propriété de la limite monotone :

Soit Q,7, P) un espace probabilisé.

1) Si (An)now €st une suite croissante d'événements (c'esedidirl N, A, [0 An+1), alors
la suite P(A) converge et P{}3 An) = nlirr+1w P(A).

2) Si (An)no N, €st une suite décroissante d'événements (ctist-an 0 N, An+1 0 A)) alors
la suite P(A) converge et P({3 An) = nlirrgm P(A).

Exemple : Suite de I'exemple précédent.
Pour tout re 1, soit G = "le jeu continue apres n lancers”
Soit C ="le jeu ne s'arréte jamais"
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C=GnGCn..=nt3C,
De plus G+1 0 G, la suite (G) est décroissante (au sens de l'inclusion).

Donc p(C) = Jim p(G) = nlirgw(g)n =0 donc p(C) = 0. C est négligeable.

Le jeu se termine presque sdrement.

Remarque : Probabilité d'une union infifig=3 A, :
+ o
_si les (A) sont incompatibles : PR An) = Y. P(A)
n=0
_siles (A) sont inclus les uns dans les autres[{BAn+1) PO An) = nlirgw P(A)

Propriété : Soit (A)n o une suite quelconque d'événements.
Alors la suite PIR=1Ak) converge vers Pl o nAk)
la suite P([=1Ak) converge vers P o inAk)

4 Probabilités conditionnelles

La définition d'une probabilité conditionnelle atfbrmule des probabilités composées restent
vraies.
On peut généraliser la notion de systéme compgedements :

Définition

Soit Q, 7, P) un espace probabilisé. Soit)(An une famille d'événements tels que :
1)0i0N, P(A)#0

201z, Ain Aj=0

3) Oion A =Q Alors on dit que (Ai oin est un systeme complet d'événements.

Propriété : Formule des probabilités totales
Soit (A)i o un systéme complet d'événements

Alors O B O 7, les sérieS’ P(A)Pai(B) etY. P(A n B) convergent

et P(B) = P(A)Px(B) = " P(A n B)

i=0 i=0
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