1. Convergence d'une série numeérique
1.1 Définition d'une série numérique

Définition :
Soit (W)no n- Une suite de nombres réels.

On appelle série de terme généraleusymbole) u, ou >’ u,
n=0

On appelle somme partielle d'ordre N de la sEria, la suite ()) définie par :

N
ONON, SN=2 U G+ ... +W)

n=0
Remarque :
La série Y. u, est la série dont la somme partielle est définie:pl N > ny, Sy = % Un.
nzn n=ry
Exemples :

Lo

3 N 3 N 1\
NS s=Y =33 (3) =ax—F—=
n=0 n=0

§N¢I
1=
N N N N N+ 1
2)Y@2n-1) §=Yuw=> (2n—1):22n—21:ﬂ2—)—N:NZ
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Propriété fondamentalé: N O N, Sy+1 = Sy + U+

Démonstration : S1=Ww+ ... + W+ Un+1 = SN + 1

N
Propriété : SOnO N, u,> 0 alors § = D U, est croissante.
n=0

Démonstration : 1 — Sy = W+ 2 0 donc (K) est croissante.
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1.2 Séries convergentes
Définition :
Soit (1) une suite e}’ u, la série de terme général Goit S la somme partielle de la série.
N
Si la somme partiellexS= >’ u, converge, on dit que la sé}e u, converge, sinon on dit
n=0
gu'elle diverge.

+ o
Si la série converge, on peut définir la sommeadslie, notég_ u,, définie par :
n=0

n=0

+ 0 N
2 U=, fim S = fim) 2. u
n=

Remarque :

N
Attention, les symboleX u,, . Un, 2. U, peuvent étre utilisés pour n'importe quelle série.
n=n0 n=0
+ o0

Le symbole)_ u, ne peut étre utilisé que si on a montré avantiaséried u, est
n=0
N
convergente (c'est-a-dire si la su}teu, admet une limite réelle).
n=0

Exemple :

Les série{% et > (2n — 1) sont-elles convergentes ? Si oui, catdale somme.

n=1
+ 00

Z% = 6(1 —E%TI) lim Sy =6 donc la serlez i converge etz ;n =

N - +oo

>@n-1): §=N NIim Sy = + o donc la série ne converge pas.
n>1 o
Propriété : Sku, converge, alorsputend vers 0.

Démonstration : Onavu quea §,—S,-1
Si (S) converge vers L, alors,gonverge vers L — L = 0.

Conséquence : Sif{une tend pas vers 0, on est sur que la 3érig ne converge pas.
On dit que la série diverge grossiérement.

n L .
Ex:>. — 1 nI|rr+1 wh 1# 0, donc la série diverge grossierement.

Attention, la réciproque n'est pas vraie. Il setrie W tende vers 0, mais que la sé¥iau,

1
ne converge pas. Exemple : on verraEue diverge alors que Ilmr-] 0.

— +oo
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1.3 Propriétés des séries convergentes

Propriété :
Soit (u,) et () deux suites et [0 R.
_ SiZzu, converge et stv, converge, alor&(u, + v,) converge et

+ o0 + o0 + o0
D (Un+ Vi) = D Un + D V.
n=0 n=0

n=0
+ o0 + o0
_ SiXu, converge, alor&(Au,) converge ed (Aun) =A( D uy).
n=0 n=0

2. Séries de référence
2.1 Série géométrique et séries associees
Propriété : Soit @ R, q# 0.

Alors les séries” d", Y nd"™ et Y n(n - 1)§? convergent si et seulement si-1<qg<1

n=1 n=2
+ o0

Danscecaqu”:ﬁ an“lz(l—iqfet zn(n_l)a—Z:(l_ﬁq?

n=0 n=1 (ou 0) n=2 (ou 0 ou 1)

Démonstration :

_sig=1ouqs-1les suites @, (nd"™) et n(n — 1)§? ne tendent pas vers 0. Les séries
divergent grossiérement.

1-d"™t

N
H — n_
_Si-l<q<i =X =

n=0

-1<gx<1 don% ﬂllmq =0 doncN 1|r+ro1°SN——1 4

N
Soit NO N. Considérons la fonctionySiéfinie sur ]-1;1[ par : &q) = 2. "

n=0
Alors sur ]-1;1[ §'(q) = % nd' !
n=1
_1-4™ vy N+ Dd'A—q) = (DA =Y _1-(N+1)§ + N
Or (@) =77~ g donc k) = (L-df - (L—of

. _ . N+1 _ . 7 — 1
Jim (N + 1)d'=0 et lim Ng™*" = 0 (croissances comparées) donc_8gHq) “a-qf

+ oo
. _ 1
Donc Y nd"* converge et kd 1=—f'

n>1 k=1 (1-q
On procéde de méme aveg' pour montrer la troisieme inégalité.
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Remarque : moyen mnémotechnique : si f(qf e a(q) ﬁ

() = ndl () = —t =1
aorsf(@)=nd" 9@ =G_F=T_of

TR 2 ey = 22(1-0) 2
F@=n -8 0@ =" “a-o

__astuce a retenir pour certains calcul$= n(n — 1) + n

_ Pensez a changer d'indice, surtout dans lecag™ (n'=n—1)

n>1
Exemples : 1) Convergence et calcu 2 -gz(l)n
ples: g Ed?m =92(3
1 2 ~2 2 1 231
-1<3<1Donczwconvergeegosn+2—9x1_1_9x2_3
3

2
2) Convergence et calcul deg—n f=n(n-1)+n

2 n n n-2 n-1
Donc% =n(n - 1@) + r(%) =% n(n — 1%} +% n@)
1\n-2 1\n-1 n”
> n(n- 1&) ety r(z) convergent dong’ on converge
sl 2 1.1 _2x8.4
—2t 4 (1 ;j?» 2 (1 ;)2 4 2
- _

2.2 Série exponentielle

n + 00 N

Propriété (admisd) x 0 R, la série}| r):_' est convergente €t r)l(_l = ¢

n=0 "’

2n + 0 n
converge etzom = ¢
n=

Exemples ). e
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3. Séries absolument convergentes

Définition :
Soit () une suite. On dit que la sébie, est absolument convergenté:s%iun| est
convergente.

Propriété (admise) :
Toute série absolument convergente est convergente.

- n2
Exemple . ﬁ—:ZLnL

1 1 o g-l)“z
|un| = Z?converge (série géométrique) don o est absolument convergente, donc

est convergente.

Remarques :
_ Attention, la réciproque n'est pas vraie.

n
Exemple : Y. %L est convergente, mais pas absolument convergente
n=1
(G
n

Démonstration

1 . 1.
=1 eton avu en exercice quﬁ diverge.

N n
Mais, en posant\s= Z%L, on a vu (chapitre 5) queNBconverge (car sy et Sn+1 sont
n=1

n
adjacentes). Donc)’ %L est convergente.
n=1
_sidnON, u, =0, alors] u| = U,, donc pour une série a termes positifs, la corararg et

la convergence absolue sont équivalentes.
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