1. Définitions
1.1 Définition d'une matrice

Définition :

Soient n et p deux entiers naturels non nuls.

On appelle matrice réelle a n lignes et p coloumetableau de nombres réels a n lignes et p
colonnes.

Notation :
Soit A une matrice a n lignes et p colonnes.
Si on note g le nombre situé a la i-eme ligne et a la j-émemoé, alors

a1 A2 ... Ap
A= ®1 &2 ... Sp .
A1 &2 ... &

On note aussi A = (Bi 0.0 (L...p}-
L'ensemble des matrices réelles a n lignes etqnoek est noté M(R).

Cas patrticuliers :
_sin=1:lamatrice est appelée matrice ligne
_sip=1:lamatrice est appelée matrice colonne

X1
_un élément (%...;x,) de R peut étre représenté par la matrice col{nne].
Xn
_ On appelle matrice nulle (notég Ppla matrice dont tous les coefficients sont nuls.

Exemples :
2 -1

A=[4/2 5/2|0M3;AR)
-4 0

3 .
B= (4) 0 M2 1(R) : c'est une matrice colonne.
C=(1 0 1) OM;4R) : c'est une matrice ligne.

1.2 Vocabulaire des matrices

Définitions :

__Une matrice carrée est une matrice dont le noidtenes est égal au nombre de
colonnes.

__Une matrice carrée est dite diagonale si tougehases qui ne sont pas sur la diagonale sont

a1 0... O
nuls :0 (i,j) 0 {1,..n}* izj=4a;=0. D5 0 .. O
0 ..0 an
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_ La matrice identité (ou unité) est la matricegdiaale qui ne contient que des 1 sur la

100
diagonale. On la notg.l kL= [O 1 O]
001
_Une matrice triangulaire supérieure est une oeatarrée dont tous les termes sous la
diagonale sont nulsC (i,j) 0 {1,..,n}* i>j=a;=0.

A1 ... dn
T=| O ... ...
0O 0 an

_Une matrice triangulaire inférieure est une roatdarrée dont tous les termes au-dessus de
la diagonale sont nulsd (i,j) O {1,..,n}* i<j= a;=0.

a1 0 0
T=| ... ... O
an,l al,n

_Une matrice carrée est symétrique si les élémegnigtsiques par rapport a la diagonale
sont égauxd (i,j) 0 {1,..,n}* a, = a;.

Ces matrices étant d'une étude plus simple, oarserre souvent a des matrices de ce type.

Exemples :

50 . 51 . . L.
D= 0 -3 est diagonale A o -3)est triangulaire supérieure

5 0 . PP 1 -2 .
B =|_4 _3)esttriangulaire inferieure. S|=, _1) estsymetrique

2. Opérations sur les matrices
2.1 Addition de deux matrices

Définition :

Soient A et B deux matrices de,MR).

A = (8)i<i<n, 1<j<p € B = (19)) 1<i<n, 1<j < p-

La matrice A + B est la matrice de,MIR) définie par :
A+B=(a;+h))iow.nio.p

Remarque :
Pour additionner deux matrices, il faut qu'ellemaie méme nombre de lignes et le méme
nombre de colonnes.

Exemple :

1 4 50 6 0
A=|-2 0| B=|-3 2|alorsA+B=3-5 2|
3 -1 -1 -1 2 -2

Propriété :

Pour toutes matrices A, B, C de,MR),
A+0=0+A=A

A+B=B+A
(A+B)+C=A+ (B +QC).
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2.2 Multiplication d'une matrice par un nombre

Définition :

Soit A = (g;) une matrice de WL(R) etA un réel.

Alors la matrice\A est la matrice de M{R) définie par :
AA = (A&,)ioqa,..n), i O{L,...p}

Exemple :
1 4 3 12
A= {-2 OJ alors 3A :{-6 OJ.
3 -1 9 -3
Propriété :
Pour toutes matrices A et B de,MIR), pour tous réels ety,
1A=A

AMA+B)=AA+AB
A +WA=AA+ A
AHA) = AWA

Remarque : Sok est un réel et A une matrice.’3\ = 0 alorsh =0 ou A =0.
2.3 Multiplication de deux matrices

Définition :
On appelle produit des matrices A et B la matri@appartenant a pi(R) définie par :

sl=sp, 1ls)=

n
Gj= z axbej (Faibij+aghy;+ ... +anby) Oi0{1,.,p}, 0] 0{1,..q}

k=1
Exemple :
1 4
a(259 o-{2 0]
3 -1
1 4
2 0
3 -1
2 -3 3
B39 (B e[ eeaclame
6 17 -4

Remarques : _ pour que le produit A*B ait un sdrfaut que le nombre de colonnes de A
soit égal au nombre de lignes de B.

__de maniére générale>AB £ B x A (ces matrices n'ont méme pas forcément le méme
nombre de lignes et de colonnes).

__ attention, il se peutquexXAB=0sansque A=0ouB=0

3 -1 13 00
Exemple : A5 ¢ 2) B—(3 9). AIorsA><B—(O O)—Oz
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Propriétés de la multiplication de matrices :

OA A OMpn(R), 0B, B OMpR), OCOMg{R), kO R
(AxB)xC=Ax(BxC) (associativité)

A B+B)=AB+A.B

(A+A)B=AB+A'B

(AA).B =A.(AB) =A(A.B)

lbxA=A Axl,=A

Exemples : _ Si Al My(R). Factoriser A+ 3A ?
A%+ 3A = AxA + Ax3| = A(A + 3I) et non pas A(A + 1) qui n'a aucumsé

Remarque : si Al My(R) et B[O Mp(R) alors AB existe et AB1 My(R) (on dit que M(R)
est stable par produit).

Définition : Soit A et BO My(R). Si Ax B =B x A, on dit que les matrices A et B
commutent.

Exemples :

: 12 , . . .
1) Soit A Z(O 1). Déterminer les matrices qui commutent avec A.
. (ab
Soit M _(c d)' Alors
(a b) (1 2)
cd 01

(1 2)(a+20 b+23 (a b)(a 2a+§)
01 c d c d\c 2c+

at+2c=a
b+2d=b+2a c=0

DoncAM=MA =3 . _ . Q{d:a
2c+d=d

D M—(ab) 0R,bOR

oncM=(4 )@ , )

2) Soient A et BJ M(R) telles que A= B, est-ce que A et B commutent ?
AxB = AxAZ = A® BxA = A%?x A = A%donc A et B commutent.

2.4 Transposée d’'une matrice

Définition :
Soit A = (g;) O M (R). On appelle transposée de A, ndféda matrice appartenant a
M, n(R) définie par ‘A = (8)1<i<p 1<j<n

2 0
2 5 -1
Exemple : A:( > ) ‘A= { 5 -2].
0-21
11
Propriété £1 A, A' 0 Mu(R), (1B [ MpR), OA O R
(A) = A (A+B)='A+B
'A\A) = A (A) (A xB)="Bx'A

Remarque : Soit Al M(R). A est symétrique si et seulemenisi A
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Exemple : Soit AT My(R) et B ='AA.
Alors 'B ='('AA) = 'A'('A) = 'AA = B donc B est symétrique.

2.5 Ecriture matricielle d’'un systéme

Xy +aXe+ ... +aXp =l
Soit (S) le systéme d’équatio :a_‘%_lxl+ BXo + e ¥ X =
BiX1 + 32X ...+ @pXp = by
&1 &2 ... Ap\/ X1 b1
(S) s'écrit égalemen :af'l %2 @p X2 _| b2

81 &2 - Gip/ \Xp bn

a1 &2 ... Ap X1 b1
X b

Notons A =| 21 &2 = &p |y | X2 | g | 2]
a1 &2 ... & Xp b,

Alors le systeme (S) s'écrit matriciellement : AX8=
A est appelée matrice du systéme.

E le: L \n{2X1+X2:-2 Vs (2 1)(X1)_(-2)
Xxempie : Le syste e3X1—X2 -1 S'ecrit aussi 3 -1 Xo =1
3. Matrices inversibles

3.1 Définition

Définition : Soit ALl Mp(R).

S'’il existe une matrice Bl My(R) telle que Ax B = I, ou Bx A = I,,, alors on dit que A est

inversible et B est appelée matrice inverse deotéeA’.
A retenir : Si A est inversible, PA = I, AA = I,

Exemple :

(34 N 1-2
Soit A :(1 _2). Montrer que A est inversible et qué A (1/2 _3/2)

(12 3
1/2 -3/2

(3 _4) (1 O) =1, Donc A est inversible et'}-\:( 1 -22).

1-2 01 1/2 -3/

3.2 Propriétés

Propriété : _Jest inversible et = I,

_si A estinversible, alorsAest inversible, et (A™ = A.

__si A est inversible, alofa est inversible etf)™* ='(A™)

_si A estinversible et # 0, alors\A est inversible etNA) ™ :%A'l
_si A et B sont inversibles, alors AB est invelsiet (AB)' = B*A™
_iln'y a pas de propriété entre addition et ipeect
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Propriété :

MO ... O
) . . A
__Soit A une matrice diagonale : :O 02 0 ol
0O ... OA,
Alors A est inversible si et seulementsi O {1,..,n}, A; # 0.
I\ 0 ... O
a_| 0 1A O ..
Dans ce cas, A= e 0
0 .. 0 1A,
A1 12 ... An
__Soit A une matrice triangulaire supérieure : A = %2 %n
0 0 @an

Alors A est inversible si et seulementsi [ {1,...,n}, a; # 0.
Dans ce cas, Aest aussi une matrice triangulaire supérieure.
(propriété identique pour les matrices triangukirderieures).

Exemples :
100 1 0 O

A=0 2 OJ est inversible (matrice diagonale) efA[O 1/2 OJ
003 0 0 1/3
1-12

B=[{0 O 5} n'est pas inversible (matrice triangulaire aveeéno sur la diagonale)
00 -2
1-12

c=/0 4 OJ est inversible (matrice triangulaire avec coedints diagonaux non nuls).
003

. 01 : . . , .
Attention, D :(1 O) est inversible (bien que zéros sur la diagonale)

3.3 Calcul pratique de 'inverse d’'une matrice
Soit A une matrice de MR).

Méthode pour calculer A:
Principe : On transforme simultanément Agtdr les mémes opérations sur les lignes,
jusqu’a avoir transformé A enp.IL'image de | est alors A.

Pour cela

1) On transforme A en une matrice triangulaire siepée (pivot de Gauss)

_ si la diagonale contient au moins un 0, A n'estipversible

__si aucun coefficient diagonal n'est nul, A esensible.

Dans ce cas :

2) On transforme cette matrice en une matrice dialgo(en éliminant par pivot les termes au-
dessus de la diagonale en commencant par la decoinne).

3) On transforme cette matrice gn |
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231 100
Exemple : A{B 6 ZJ I:[O 1 0]
121 001
2 31 100
0217 320} L, « 2LL,+3L L 2ls+ Ly
0 7 3 102
2 31 100
0 21 7 3 2 0] Ls « 35— Ly
0O 0 2 0 -2 6
-4 6 0 2 2 -6
0 42 0 6 18 -42] L « 2L1i—-Ls L « 2LL—-7L3
0O 0 2 0 -2 6
-28 0 O 8 -4 0
0 42 O] 6 18 -42] L, « 7L1 - L
0 0 2 0 -2 6
100 -2/7 1/7 O
01 O] 1/7 37 -1] L; « -L1/28 L « Lo/42 Lz « L3/2
001 0O -1 3
-2/7 1/7 0O
Donc A? :[ 1/7 3/7 -1}
0O -1 3

3.4 Matrice inversible et systeme de Cramer

Propriété : Soit A1 My(R) et BO M, 1(R).
Alors le systeme AX = B est un systeme de Cramet seulement si la matrice A est
inversible. Dans ce cas la solution unique estAB.

X1 —4% =5

X1—2% =1

, 3-4)_ (5), (% _ (1 -2
Sion poseA{l _2), B_(l)’x_(xz)' (S)= AX=B.Onavu queﬂ‘—(l/z -3/2)-

e (1 -2)(5)_(3) {x1:3
A'OrSX‘AB‘(l/z 320 1) 5\ 1) T lx=1

Remarque : Pour calculer’Aon peut donc résoudre le systéme AX =Y, oll Yuastmatrice
quelconque. Si on trouve une matrice B telle queBXY, alors A est inversible et A= B.

2 1) ._. X
Exemple : A :(1 _1) Si X :(x;j ety :(ﬁj alors

_ 2X1+ X% =W 2X1+ X =W ly
AX_YQ{ XL =X =Y é{ 3% =2%-W Ly« 2Lb-L4
xy= L Y Yo Y1 Yo

2 6 3 3 3 (Xl)_(l/3 1/3)(y1)
Y1 2% “ \x2) “\1/3 -2/3\y,

X2=3 773

Exemple : (S) {

. . 4 (1/3 1/3
Donc A est inversible et A= (1/3 _2/3)
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3.5 Matrices inversibles et égalités

Propriété : Si on multiplie (a gauche ou a drdigs)deux membres d'une égalité matricielle
par une matrice inversible, on obtient une égélipgivalente.

Propriété (a savoir redémontrer)
Soit PO My(R) une matrice inversible.
Soient X, X' Mp1(R) et A, A'0 My(R).
Alors X = PX' = X' = PX

A=PAP - A'=P'AP

Démonstration :
X=PX' = PX=P'PX'=IX' =X
A=PAP! - P!AP = PPAPIP = IAI= A

Remarque : Pour résoudre des équations matrictireonnue M, on utilise souvent un
changement d'inconnue du type N3P pour résoudre.

_On résout I'équation en N a l'aide de coefficiamig®terminés

_ On revient & M en utilsant M = PNP

(voir exercices).

Ex : Soit A, D, PO My(R) telles que P est inversible et A = PHP

Soit MO My(R). On pose N = BMP.

Montrer que AM = MA= DN = ND.

N = P'MP donc PNP = PP'MPP! PNP!= M.

AM = MA - PDP'PNP!=PNP'!PDP' PDNP'=PNDP' DN = ND.

4. Puissance d’'une matrice
4.1 Calcul de A

Si A Mp(R), on peut définir A A%, ..., A, (A™'=A"x A=A xA"
Par convention, A= I,, A* = A.

Propriété :
A1 0 A" 0

si D est une matrice diagonale EE: J AlorsOnON, D" :( J
0 A 0 AN

Pour démontrer une formule pou? @avec ou sans coefficients indéterminés), on peiliger
la démonstration par récurrence.

Exemple avec des coefficients indétermines : Soﬂ@ 3j

an 3”bn)

Montrer qu'il existe deux suites,(a&t (k) telles que O nO N, M" = ( 0 a

Déterminer I'expression de,jat (k).
Par récurrence sur n :
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0 .
MO == (O 1) Donc @ = 1 et g = 0 conviennent.

n
Supposons que M= (?; 3(,:”)
g & 3”bn)(3 2) _ (3aq 28, + f*lbn)
alors M =M"x M = (O a Lo 3)=\ 0 3a i\
n+
En posant @1 = 3a et b1 :%+ by, on obtient : M* = (agl 3 aﬁ:“)

n (& 3”bn)
Donc nUN, M —(0 a

(a,) est géométrique de raison 3 dihaON, a,=ax3"'=3"

n
DoncOn0ON, by = 2—1->,:§ +b =35 + b, donc () est arithmétique de raison %—
3n
DoncOnON, b, = bo+nr_2
n -1
Conclusion fInO N, M" :(?6 2n33:1 )

Remarque : soit A, B, P des matrices telles qust iheersible et A = PBE
AlorsOnON, A" = (PBPY)( PBPY)...( PBPY) = PBB...BP' = PB'P™.

Définition :
Soit A une matrice de MR). S'il existe un entier n tel que"A 0, on dit que A est
nilpotente.

Propriété : Formule du Bindme de Newton
Soient A et B My(R) telles queAB = BA (A et B commutent).

n
AlorsOnON, (A+B)"=Y (E)A"B”"‘

Exemple :

: 02 00 .
Soit A :(O Oj alors X = (O Oj A est nilpotente.
. (32 (30 0 2)_
Soit M _(O 3)' On cherche la formule de"WM = (O 3j + (O 0) =3L + A.
n
Or, A et 3p commutent, donc fi= 3L + A)"= Y (E)(Blz)”'kAk
=0

OrA’=A%=..=0Donc M= (8)(3I2)”A° + (2)(3|2)”'1A1 =31, +n3A
(3” o) (o 2><3”'1><n)_(3” 2n3’"1)
03 o J=lo 3 )

Conclusion : Pour calculer’A
n

a1
_si A est diagonale, alors'A
Bp'

_siA=PBFP, alors A' = PBP*!
_siA=B + C avec B et C qui commutent, binbmeNasvton
_ si formule donnée (avec ou sans suites indétéas)nrécurrence
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4.2 Suites récurrentes, marches aléatoires etgndss de matrices

Soit (Xn)n o une suite de matrices dg, MR), et MO My(R).

Si pour tout riJ N, Xp+1 = MX;, alors on peut montrer quién 0 N X, = M"X, (par
récurrence sur n, a redémontrer a chaque fois)agieaavec suites géométriques de raison
M)

Exemple : Soient @ et (&) deux suites telles quejU R, vi O R etlln>1,
{ Un+1 = 3th + 2\h
Vh+1 = 3V

. u 3 2\u 3u, + 2V Un+
Si on note X = (v:) alors MX, = (O 3)(\/:) :( u13vn ”) = (V:i) = Xp1.

Montrons quél n> 1, X, = M"*X; par récurrence :
_pourn=1 NI*X;=I1X:= X,
_Si X, = M™X1 alors %41 = MX, = MM™X; = MX;

Doncn=1, X, = M™X;
3" 2(n -1)?‘2)( ul) (3”'1u1 +2(n - 1)§'Zbo)

—_ n —_ —_
DoncOnO N, X,=M xo-( 0 ot vi)= 3y, .

Donc y, = 3“'1u1 + 2(n -1)-?_2\/1 et \w= 31—1\/1.

Remarque :

Dans le cas de marches aléatoires, I'énoncé settsadivent, a I'aide de la formule des
probabilités totales, par une formule du types MX,. Comme X% = M"X,, il faut donc
déterminer M.

Exemple :

Une puce se déplace entre 2 cases A et B. A fineta0, elle est en A.

Si elle est sur A, elle se déplace sur A et B daenéme probabilité. Si elle est en B, elle
reste en B avec une probabilité 2/3.

Soit A, I'événement "elle est en A a l'instant n" gtB'elle est en B a l'instant n".
Posons a= P(A,) et b = P(B)

1 1
1 =% &+ 3 b
Alors d'apres la formule des probabilités totales : 2

bn+1=§a1+§bn
5 (an+1)_(1/2 1/3)((%)
oNCl b, ) =172 213\ b,

En posant X:(g‘]) et M :Gg %gj on a: %+1=MX, (donc X% =M"Xq ...).
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