1. Rappels sur les systemes linéaires de deux éqaas a deux inconnues

+by=c

On considere un systeme (#)&.X + by = Cd'lnconnues xety.

2 méthodes pour résoudre un tel systeme :

__par combinaison :

Principe : En multipliant les équations par dedftents judicieusement choisis, et en les
additionnant (ou en les soustrayant), on cheraflaraner x ou y.

_{2x+3y:-7 {2x+3y:-7 {2x+3(-3):-7 {le

EX3x—y=6 = 11y=-33 p 3L -2l ° y=-3"ly=-3
J2x+3y=-7 2+3y=-7 y=-3

OU'{llx =11 |_L<—L1+3|_2‘”{x :1°{x:1

Une solution : (1, -3).

__par substitution :
Principe : Exprimer y en fonction de x (ou x endoon de y) dans une des équations, et
remplacer dans l'autre (intéressant si le coefftaist 1 ou -1).

_{2x+3y=-7 {2x+3y=-7 {2x+3(3x—6):-7

Ex: 3x-y=6 °~ y=3x—-6" |y=3x-6
{11X—18=-7 {X=1

“ ly=3x-6 y=-3

2. Systemes linéaires de n équations a p inconnues
2.1 Notion de systeme linéaire

Définitions :
Xyt aXo + ... +apXp = by (L)

X1t @Xo + ... + @pXp = (L)

_ L'ensemble d'équations : () est appelé systeme de n

&hiX1 + Xz + ...+ @pXp = b (Ln)
équations linéaires a p inconnuegs.x, %.
_ Résoudre ce systeme, c'est trouver toutes liesgs-(x, ..., %) vérifiant simultanément les
n équations; ces p-listes sont appelés solutiorsystéme.
_ Deux systémes sont equivalents s'ils ont les raé&wolations.

Cas particuliers :

_sibh=b,=... =k =0, on dit que le systeme est homogene.

Dans ce cas (0, ...,0) est solution.

__une éguation du type 'a = b', avetla n'a pas de solutions, donc un systéeme contemant
telle équation n'a pas de solution.

__une éguation, du type 'a = a' admet tous ledgtsipomme solutions. On peut I'éliminer du
systeme sans en changer les solutions.

_ sipourtouti>j,a=0, on dit que le systéme est triangulaire.

ECEL1 : Année 2011-2012



Exemples :
+ 3y =
X (S) { 3§ Sy 6 Une solution : S ={(1, -3)}
2x—-3y=5 2x—-3y=5 ,
() { Ax + By =2 {O =12 e Ly+2L, PaS de solutions. S
{2x—3y:5 {2x—3y:5
(S3) Ax+6y=-10" 1020 Lo Lov 2l

@y— {>{

2.2. Systéme linéaire de n équations a n inconnues

e 2X—3y=5e -3y=5-2x

E'j,xDlR}

Définition :
Soit (S) un systeme de n équations a n inconnues.
On dit que (S) est un systeme de Cramer lorsquadi@gt une unigue solution.

Exemple : Le systeme {Sest un systeme de Cramer. Les systemg($S), non.

Remarques :

Un systéme homogene de n équations a n incomsties systeme de Cramer si et
seulement il n'admet comme solution que la n-(Bte.,0).

Un systéme de n équations a n inconnues estaieeCisi et seulement si son systeme
homogene associé est de Cramer.

2.3 Opérations élémentaires sur les lignes

Définition — Propriété :
On appelle opérations élémentaires sur les lignes :
_ I'échange de deux lignes, notéL L;
_ la multiplication d'une ligne par un nombre nathn; — alL; (a # 0)
la combinaison de deux lignes;: L al; + BL; (aveca # 0) L; restant fixe
Tout systeme obtenu a partir d'un systéme (S) @aogérations €lémentaires est équivalent a

(S).

Remarque : Dans une combinaison, le coefficierta digne remplacée doit étre
impérativement différent de 0.
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3. Systémes triangulaires / Méthode du pivot de Gasg

3.1 Systeme triangulaire de n équations a n inoesnu

aX1 +aXet+ ...t anXn1t ankn =0
aXo+ ...+ @nXn1t+ @&Xn =y

On considere un systeme triangulai .
nn-Kn-1 + 8h-1,%n = bh-t
@ = bh

Propriété : Un systéme triangulaire est un systéen€ramer si et seulement si les
coefficients diagonaux sont tous non nuls

Remarques :

_ Pour résoudre un tel systeme, on "remonte” eerm@iant x grace a la derniére ligne, puis
Xn-1, €tC...

_ Il est parfois utile de changer I'ordre des imu@s (ou I'ordre des équations) pour faire
apparaitre un systéme triangulaire.

Exemples :
X+2y— z=3 3x+2y— z=3 3X+2y—-z=3 x=1
1){ -y+4z=7 @{ -y +4z:7@{ y=1 @{yzl
2z =4 z=2 z=2 z=2

Une solution : (1,1,2)
X—5y+2z=5 Sy +2z+ x=5 y=2
2){3x :-ga{ z+2x:3@{z:9
2x +z =3 3x=-9 (x=-3

3.2 Systeme triangulaire de n équations a p ingcesKn < p)

aXgtaXot ... taXnt an+Xnar t ...t a,pxp: bl
N . axot ...t aXnt @ neXnrt ... + @ :bz
On considere le system n n+An+ Xp

. o n®n T 8 nsXne1 . AXp= by
ou les coefficientsia, &y, ..., &, SOnt tous non nuls.

Méthode :

Les inconnuesx ..., X, sont appelées inconnues principales, et les iNEEBIR. 1, ..., % sont
appelées inconnues secondaires.

En "passant a droite" les inconnues secondairesbtient un systéme triangulaire de n
éguations a n inconnues.

On obtient donc les valeurs dg X., %, en fonction des inconnues secondaires.

Il y a une infinité de solutions.

Remarques :

__Pour un systéeme de n éguations a p inconnuasitiprendre p — n inconnues secondaires
__Avant de choisir des inconnues secondaires @ueéinent les dernieres), il faut que le
systeme soit triangulaire pour les autres inconnues
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Exemples :

3x+2y— z=3 - . :
1){ y 2 0n choisit z comme inconnue secondaire.

_y+42:
7_ 17
3Xx+2y= z+3 3x+2(4z—7)—z+3 X=-5Z+—%
- y=-4z+7° |y=4z-7 3 3
y=4z -7

S={(-5 z +1—7 4z —7;z), Z1 R} Il'y a une infinité de solutions.

2)(S):x+ 2y +3z=0 onchoisity et z commconnues secondaires
x=-2y—-3z S={(-2y-3zy;2),¥ R, zO R}.

3.3 Méthode du pivot de Gauss

Principe : Transformer un systeme quelconque etesystriangulaire.

Xyt aXo + ...t apXp = by
i S X1t Xo + ..., + =
Soit le systéme : ( Xat B2X2 app =y

ShiXy + @Xo + .+ ApXp = by

Méthode :

- 1% étape :
si g1 # 0, a; est appelé "premier pivot". (sinon, on échangauec une autre ligne)
__on ne modifie pas la ligne L

__pour chaque ligneylk [1 {2, .., n}, on effectue une combinaison avambur que le
coefficient @ ; s'annule. (on fait par exemple ¢ L a1l — &l 1)

Xyt aXot ...+ app= by

On obtient un systéme du typ et tap=h

azxz + ..+ @pKp =
- M étape : sia# 0, on le prend comme plvot Sinon, on échanggteelL, avec une ligne

Lk (k > 2), pour obtenirga# 0.
On ne modifie plus les lignes ket L,. On modifie les lignesda L, a l'aide de kL pour
éliminer les coefficients enpx

On répete cette étape jusqu'a ce que le systemwiaogulaire. (il y a au plus n étapes).

Exemple :

2x+y—-3z=-5 L 2x+y—- 3z=-5 L

{x+ 2y —2z=-1 &..:{ y— z=3 be—2L,— L3

3x—-5y-z=-10 ¢ 13y — 72=5 4 3L;—-2Lg
2x+y-9=-5

2x+y —3z2=-5 1L A _ 2x+2-9=-5 [x=1
8z=24 {—13L-3Ls z=4g=3 z=3 z=3
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3.4 Cas des systémes a parametres

Rappel :
Les opérations sur les lignes<: alL; et L < aL; + BL; ne sont possibles quecsi O !

Attention, dans la méthode du pivot de Gaussuil faujours que le pivot soit non nul !
Il vaut donc mieux choisir un pivot qui ne déperd plu parameétre.
Sinon il faut étudier a part les valeurs qui annule pivot.

Quand le systéme est triangulaire, il faut étuisivaleurs qui annulent un des coefficients
de la diagonale.

Exemple :

SoitA un réel. Résoudre en fonction Xiée systéme (3 :{(4 _}\)é(x_Jr (s _A)Sy:oo

s { 6x + (-5-A)y=0 {6x+(-5-)\)y:O

S) = 1 @a-nx- 3y=0" | (-5-NA-A\)+18)y=0 b (4—\)L1— 6L
{ 6x+ (-5-A)y=0

Tl =Ar-2y=0

2racinesh; =1 A, =-2

CsiA=1:(S)e {6X_6>(')::%@ y=x S={x X), xR}

_siA=-2:(S)- {6’(_336::%@ y=2x S={(x 2%, R}

_siA#1,-2 (S) est un systeme de Cramer. Seule solu{@g).

systeme triangulaire
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