1) Limite et continuité d’'une fonction en un point
1.1 Limite finie / Continuité

Définition : Soit | un intervalle etoaun élément de | ou une extrémité de I.
Soit f une fonction définie sur |. Soit L un nomhéel.
_ On dit que f admet L pour limite ep i pour tout nombre réel> 0 il existe un nombre

> 0 tel que pour tout & 1 n Jxo - o ;%o +af, |f(x) - L| <€
Dans ce cas, on no;e )I(if(x) = L.
_ On dit que la limite a gauche de f grest L si pour tout nombre réeb 0 il existe un
nombrea > 0 tel que pour tout X I N Jxo —a ;Xq], |f(x) - L| <g
Onnote Ilim f(x)=L. (ou Iimgaf(x) =L)
Xo X —

X - Xg, X<
On définit de méme lim f(x), lim  f(x), lim  f(x)
- X = Xo, X=X X - X0, x<x0 X - X0, x>x0
Remarques :

_ L'intervalle X —a ;X0 + o[ est un intervalle ouvert qui contiend. XOn I'appelle voisinage
de %.

_sixOletsi limf(x) existe, alors limf(x) = f(Xo) (de méme pour  lim f(x) et
X - Xo X - Xo X > Xg, X< Xo

lim  f(x)).

X — Xo X= Xo

Définition :
Soit | un intervalle et xun élément de I. Soit f une fonction définie sur |

Si lim f(x) existe et vaut f(¥) , on dit que f est continue en X
X - Xo

Si lim 3 f(x) existe et vaut () , on dit que f est continue a gauche gn x
X > Xg, X< Xo

De méme pour la continuité a droite.

A retenir : Comment montrer que f est continue €8 x
_si f est définie a gauche et a droite gelXaut montrer que :

X - xl(l)n>1< < XJ(X) - X - >|<|Omx > XJ(X) - f(Xo)

_sif n'est définie qu'a droite dg ¥ faut montrer que :
lim J(X) = f(Xo)

X - X0, X > X
_sif n'est définie qu'a gauche dgikfaut montrer que :
lim J(x) = f(Xo)

X - X0, x <X

Remarques :

_ les problemes de continuité se posent surtositder'recollement” de fonctions en un point
. il s'agit de vérifier que les différents "morcgase "recollent” .

_ Sifestcontinue a gauche et a droite grabors elle est continue eg. x
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Exemples :

1) Graphes :%fcontinue a g, pasad ad, pas ag., contowninue niag. niad.
fx)=0six<1

2) Soit la fonction f déefinie sur R pa4 f&; _ (()XS_I)i)z Six>1

f est-elle continue en 1 ?

im fx)= Im 0=0 lim fx)= lim x*=0
X -1,x<1 X -1,x<1 X-1,x>1 X-1,x>1
Donc f est continue en 1.

» f(x) = e six >0 .

3) f définie sur [0; o[ par { fEO)) -0 f est-elle continue en 0 ?
lim - 1/% = - 00 donc limf(x) = lim el’x2 =0 = f(0) donc f est continue en 0.
X - X -
Propriété

Soit | un intervalle etx I. Soit f une fonction définie sur | — ¢k

Si f admet une limite réelle L en,alors si on pose fgx= L, f est définie sur | et est continue
en %.

On dit qu'on a prolongé f par continuité en x

Exemple :

Soit f la fonction définie sur ]O ; e[ par : f(x) = 2 + xIn(x).
Iimof(x): 2 + 0 = 2 (par croissances comparées).

X —

, : =2 +xl >0
Si on pose en plus f(0) = 2, fdewer{tf?(% — XIn(x) si x et f est continue en 0.

Propriété : A retenir !
jim DL+ _ 4 Iimex;lz 1

X -0 X X - 0

Ces deux fonctions sont donc prolongeables pairmoté en 0, en posant f(0) = 1
Ces deux limites seront démontrées dans le chapitrkes fonctions exponentielles et
logarithmes.

L . e¥-1 . &*-1 5x_5
Ex : Déterminer lim—— = Ilim X —===
X -0 DX X >0 2X 2X 2

1.2 Limite infinie en un point

Définition :

Soit | un intervalle, xun élément de | ou une extrémité de I.

Soit f une fonction définie sur | (sauf)x

On dit que la limite de f enpyest +oo (respectivementoo) si pour tout nombre réel B il existe
un nombrex > 0 tel que pour tout Xl I n ]Xp - a ;%o + a[, f(x) = B (respectivement f()3 B)
Dans ce cas, on no;e )I(if(x) = + oo (respectivementoo)

La définition est analogue dans le cas d’'une lirdigauche et d’une limite a droite.
Exemples : (cf cours de Terminale) : Aln(x) =-00
X -
1 . 1
I|mga =-00 |limg—/—=+w

X — a X ->aX—a
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1.3 Limite a l'infini

Définition :
Soit f définie sur un intervalle du type | = [af,
__Soit L un réel. Alors on dit que la limite derf € co est L si pour tout > 0, il existe ALl R
tel que pour tout 2 A, |f(x) — L| <€

_ On dit que la limite de f eneb est +oo si pour tout BJ R, il existe ALl R tel que pour tout
X = A, f(x) =B

_ On dit que la limite de f eneb est - si pour tout B R, il existe Al R tel que pour tout
XA, f(x) < B.

Les définitions sont identiques pour la limite en pour une fonction définie sur un intervalle
du type J- ;a] et en remplacant « pour toutXA » par « pour tout X A ».

Exemples :

: +oosia>0 : . ,
lim xo‘:{oza<o : lim ef‘=+0°,xllrr_1mex:0,xllrpm In(x) = +o0

X — +oo X — +0o

2. Opérations sur les limites
2.1 Opérations arithmétiques et limites
Les regles d’opérations sur les limites sont lemegque pour les suites.

Il'y a 4 formes indéterminées :

olo

00
«+oo»+ «-00» « 0 »X «oo » K= » et < »
00

Pour lever une indéterminée, voir le chapitre sarduites.

Si le dénominateur tend vers 0, il faut étudiesitge du dénominateur (en s’aidant s’il le faut
d’'un tableau de signes) et le signe de la limitegionérateur :

X2+ 2x — 20
Ex: f(x) = 3 x
Iimx +2x-20=-5<0
X —
. 2x 20_
)|(er 3-x=0 donc Ilr'r% =-00
I|m%3 x =0 donc IlméLLO + 00
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2.2 Limite et composée

Propriété (Composition)
Soient %, Yo, Zo des nombres réels, owetou -co.
Soient f une fonction définie sur un voisinage gleex g définie sur un voisinage dg y

Si lim f(x) = ypetsi limg(y) =z alors lim g(f(x)) = %.
X - X0 y - yo0 X - X0

Exemple: f(x)=&~! limen1?

. 1 . .

im —— =+ lim € =+wdonc lim f(x)=+o
x o1, x>X—1 X o 4o X - 1,x>1

. 1 . .

im ——=-o lim &=0 donc lim f(x)=0
x o1, x<X—1 X o -0 X 1,x<1

2.3 Limites et inégalités
Dans cette partiepdésigne un réel, ouct ou -co.

Théoréme de comparaison :
Soit | un voisinage depet f, g deux fonctions définies sur | —fx
On suppose que pour toutXl — {xo}, f(X) < g(x).
_ sif et gadmettent une limite finie ef) &lors limf(x) < lim g(x).
X - Xg X - Xg
_si limf(x) =+ alors limg(x) = +o
X - Xp X > Xo
_si lim g(x) = -0, alors limf(x) = - .
X - Xp X - Xp

Théoréme d’encadrement (ou théoréme des gendarmes)

Soit | un voisinage depet f, g, h trois fonctions définies sur | —fx

Si pour tout XJ 1\ {xo} f(x) <g(X) < h(x) et s'il existe un réel L tel que linfi(x) = lim
X - Xp X - Xp

h(x) =L, alors limg(x) = L.
X = Xo

3. Comparaisons de fonctions
Dans toute cette partieg #ésigne un réel oueb, ou -co.

3.1 Fonction négligeable / Fonctions équivalentes
Définition :
Soient f et g deux fonctions définies et non nuflesun voisinage de)x
_ On dit que f est équivalente a g @rsik lim Kg%xl) =1 Onnotefgg.

X = X

_ On dit que f est négligeable devant g (ou qust geepondérante devant f) au voisinage de

Xo Si lim 169 = 0. On note f z 0(Q).
x - %o 9(X)

Propriété : Soient f et g deux fonctions définiesum voisinage depx
Si f(x) =0 9(x) + 0(g(x)) alors f(x) xo g(x)
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Comme pour les suites, la relation d'équivalente@sapatible avec la multiplication, la
division et la puissance, mais pas avec la somnrzeditférence.

Propriété : Soient f et g deux fonctions définiesum voisinage depx
Sif(x) ~o0 g(x) etsi limg(x) =L (fini ou infini), alors limf(x) =L
X - Xg X - Xg

3.2 Exemples usuels

Propriété :
IN(1+x) pxeté—1-X

Corollaire
Soit u une fonction définie sur un voisinage ge x
Si_lim u(x) = 0 alors W9 _ 1 ~ou(x) et In(L + u(x)) o u(x).
X - x0

Exemple : Limite en 0 L 12_)(2 ?

o, _ In(1 — ) 1 . In(1=x¥)_ 1
Jlim x* =0 donc In(1 —~-¥ P 2x2 Iim == -5
Propriété :

Un polynéme est équivalent a son monéme de plusdegré en +o et en -o.

Exemple :
Limite en +co de—g—xg 52 ~-X. limf(x) =+o
+x+1 X T X o o

Propriété (Croissances comparées) . Salegiif3 des réels
1) sia <P alors X = ., o(¥)

T e
2) X = 0(€) (C est-a-dlreX lim%=0 ou, llmmx = + )
IN(X) =+ » 0(X) (c’est-a-direx alimm)? =0)
IimO xIn(x) =0 lim xe'=0
X - X - —0
3) De maniere générale,s> 0 etf3 > 0,
X% =40 0(€)  IN%(X) =400 00F) lim_ xPIn%(x) = 0 limx® € =0
X - X - —®
Exemples :
1) f(x) = x = 2I7(x)  IF(X) =+ 0(X) donc f(X) ¥ex

2) lim xe* ? xe?‘—ex Donc I|mxe = 0 par croissances compareées,

X — +oo
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4. Comportement asymptotique (Branches infinies)
4.1 Limiteen ¥ R

Définition :
Soit % 0 R. Soit f une fonction définie sur un voisinagexd (sauf en ¥).

Si Iimof(x) = oo, alors on dit que la droite d'équation xsest asymptote verticale a la
X - X

courbe de f.

Exemple : qu%l= o donc la droite d'équation x = 1 est asymptoteicadd a la courbe.
X —

4.2 Limite en 4o ouU -
Définition :

Soit f une fonction définie sur un voisinage de .+
Si X ﬂnloof(x) =L, avec LO R, on dit que la droite d'équation y = L est apywote verticale a

Si X ﬂn]mf(x) =00 :
_ six E”loof ;(( = 0, on dit que £admet une branche parabolique de direction I'ase d

abscisses.

_ six _Ii”loof ); = o0, On dit que €admet une branche parabolique de direction I'ase d

ordonnées.
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Siy _Ii”loof ); = a# 0 (donc f(x) ~ ax) : on dit ques@dmet une direction asymptotique

d'équation y = ax.
- si X lim f(x) —ax =b, bJ R : G admet une A.O. d'équationy = ax + b

q I :

- Si X ﬂn;roof(x) — ax =oo, C; admet une branche parabolique de direction ldedroi

d'équation y = ax.

Remarque : La définition est la méme pou. -

Exemples :
3x + 1
-f(x) =

_f(x) =€ « ﬂ”loo f(X) = + 0 « ﬂ”loo g = +oo : branche parabolique de direction I'axe

~to 3 doncX lim f(x) = 3 : A.H. d'équation y = 3.

des ordonnées

_ , _ : fx) _ . . T
_f(x) = In(x) X _I!rq_Oo f(X) =+ X ll,ml-oo . - 0 : branche parabolique de direction I'axe
des abscisses.

_f(x) = 2x + In(x) X iirgm f(x) =+ Im;;rooi—l =, lim_ 2 +M 2

X > +00
X ﬂm (f(x) — 2x) =y li”loo In(x) = + o0 : branche parabolique de dlrectlon y = 2X
_4X— _ 4%
_f(x) = x+1 i lim . f(x) = X Em+007 + 00
fx) _ 4x°
X hm+w Im e =4

4 34x(x+1)_-4x—3 : o AX
o) - T x+1 Xx+1 ~ x+1 Xl'»m‘roof(x)_zlx_X—I»mloox_-

Donc la droite d'équation y = 4x — 4 est asympbdtiegue a @
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Propriété :

Soit f une fonction définie sur un intervalle l,isinage de .

_ s'il existe deux réels#a0 et b tels que linf(x) — (ax + b) = 0 alors la droite d'équation y =
X — o

ax + b est asymptote oblique a la courbe de f.
_ S'il existe deux réels a et b et une fonctioelg que :

Ox 0Ol f(x) =ax + b + g(x)
« lim_ g(x)=0 alors la droite d'équation y = ax + b est aswytgpbblique a
(0]

Cs.

Exemple :

_ 1
f(X)—3X—1+T_3

. 1 e B .
X hm+m % — 3 0 donc la droite d'équation y = 3x — 1 est Aa(@;.

Remarque : Avant de tracer une courbe, on trageumiles asymptotes.
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