Exercice 1
1. f est continue sur ]0; o] comme produit de fonctions continues.
tIimot In(t) = 0 =1f(0) (croissances comparées) doestfcontinue en 0.

Donc f est continue sur [O; od{.
2. f est de classe'Gur ]0; +oo[ comme produit de fonctions'@t

Ot>0,f'(t)=1x In(t)+t><l In(t) + 1

3.INM)+1>0= IN) >-1 = t>6' =t >(_1e' tUrl*goln(t) =+ donct limf(t) =+ o0
1) 1 1 1

(4ol
e/ e \e e

t 0 1/e oot

f'(t) — 0 + .

f(t)

0 + 00
T -1//

4.0t>0,f"(t) :1 > 0 donc f est convexe sur ]0pef.
5 a)f(t) —f(0) _ tIn(t) f(t) — f(0)

=0 i = In(t) donc |II’T(} =0 = -0, W‘X g :

Doncl" admet une demi- tangente verticale en 0.
b.f(0)=0etsig0f(t)=0<« tin(f)=0< In(t)=0= t=1.
Donc (0;0) et (1;0) sont les points d'intersecagrc I'axe des abscisses.

c. Ijrgof(t) =+ o0 Kitl = In(t) donct J'LI.?K? =+ 00 Doncl” admet une branche parabolique de

v

direction (Oy) en +eo.

d.

Exercice 2

1) a) Par récurrence 35 0 0<0 < 1 donc vrai ag rang O.

Si0Su <1 0suf’<1l Isu’+1<2 %s“”TJ’ls 1 donc € Uy < 1.
DoncUnON,0<u, < 12.
b)DnDN,un+1—un=u”2+1—Lh_ th+1 (un 1Y
c) (w,) est croissante et majorée par 1, donc elle cgevmrs un réel L.

> 0. Donc (y) est croissante.

2
LestunpointfixedoncL—ZJrl@ZL:L2+1«:»L2—2L+1:O«:» (L-1=0eL=1.
Doncnlirﬂo Up = 1.

2 2
2)a)DnDIN,vn+1:1—L,|,+1:1—u”2+1=1_2u"
1 o1__ 1 1 2 12—ty 11—y
Ver Vo 1-W0 1-u4 (-w@+w) 1-u C-wl@+uw Q-wd+uy)
2
1 1_1
=T+ m nIlm Uy =1 doncn JlmVM V.2

R A
c) D'aprés la propriété de Ienonce Irmz ( —j ==
] =0 VJ+1 Vj 2
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Or Z( 1) i+ +i+i—(i+i+ +vi,) (sommes télescopiques)
n-

Vi+1 V] Vi Vh-i Vn Vo V1
_i 1__1 _ U _1
_Vn_Vo_l—Lh_l_l LhDonCnllrQon(l W 2

2,

n .
im ——=1 donc1- ,\J~+°°2u”-~+mg car lim u,=1. m—lnm-g
no+o ] — n n n - +o n
Exercice 3

_ 2-Mx+ 2y =0 { X +(3A)y=0

1(B —)\I)X - 0 id { X + (3 9\))/: 0 Ad (2 —)\)X + 2y — OLlH L2

{x+ (3A)Y =0 {x+ 3A)y =0
(BMN2-N)-2y=0 L (2-ANL-L; Q-5 +4)y=0
A -5\ +4=Q-1)Q-4) (1racine évidente). Le systéme n'est padrdener poul = 1 et 4.

Xx+2y=0 -2 -2
Pour)\=1{ 36 0«:x—-2y 9= {( yy),yDIR}:Vect((lD

Le vecteur est non nul, donc forme une base;de S

Pour)\=4i{ _%_%QX y S= Ki)’yD'R}:VGCt(GD

Le vecteur est non nul, donc forme une basesde S

1 1 10
2'P_(-1/2 1) "(o 1)

11 10

30 2 -2 10\1y2 -2 1 1

63  (E7u-su-w (oY1 Du-5u b
_y2 -2

donc P! = (1 2).

3.D%= (o 16) 5D — 4l :(o 20) ( ) (é 106)donc§:5D—4I.
Donc B = PDP'PDP! = PD*P! = P(5D — 41)P = 5PDP" — 4PIP* = 5B — 4.

4.B°-5B=-4l B(B-5I)=-4 B( %B +%lj B = | donc B est inversible et‘JB:%1 B +i—31 .
Partie Il 1.0 M 0O My(R), OM' 0 My(R), DA O R,

h(M + M) = A(M + M")B = (AM + AM)B = AMB + AM'B = h(M) + h(M")

h(AM) = A(AM)B = A(AMB) = Ah(M) donc h est un endomorphisme dg(N).

2. A est inversible (diagonale avec coefficienegdinaux non nuls)

Soit MO My(R),M' 0 Ma(R) h(M) =M' < AMB = M'

- ATAMBB? = AMB (x A& gauchex B & droite).

- M=AMB™? donc h est bijectif et}{M) = A*MB™.

3.a) h(M) =AM = AMB =AM = AMPDP'=\M

= AMPD =AMP (x P adroite) = AND =AN

msin=(;y) (310
[
X = AX 1-Ax=0
4y =Ny (4-Ny=0

z=Az T | ((1-M)z=0
at=A L(4-M)t=0

AN = AN =
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Ce systeme homogéne n'est pas de Cramer (et dorat eéds solutions non nulles) paur 1, 4, -
1, -4.

c.N=MP~ NP =M

h(M) =AM a une solution non nulle si et seulement si ANBPN=admet une solution non nulle,
donc pouir =1, 4, -1, -4.

2x=0 X =0
PourA =-1ona: 5y_=0 =3y=0 doncN:(0 Oj
0=0 {=0 y 0
3t=0 B
0012 -2y 1(0 O
_ 1_ —=
M=NP ‘(yosl 2)‘3(2y -2y)

Exercice 4
l)a)pourcksn-1 (F=k)=Rn ...n FKan K
donc P(F,=k) = d™*p (lancers indépendants)
D) (Th=n)=FRn..nFanP)OFE.n..nFain k)
donc P(F=n)=d"p +d =" *(p + q)= d™*.

n n-1 n-1
Q) XPM=K=YP(M=K+PH=n=3 p+d*

k=1 k=1 k=1
n-2
(aveck':k—l):iqk'+q"‘1:px—cr— cpl_p_q"_ dre1—dlegie1
k'=0

d) Par récurrence surn :
1
_Pourn=1:Ykdt=1d=1 1-@Q+1d+1f _1-29+4_(1—qf _

z = 1= of TA-qf " a-af 1 vrai pour 1

w1 _1—(n+ 1§ +nd™
_ supposons queZ kg 1-qf
Alors 3 ket =1= e DA, (o gyg 1= D g (0 40 o]

5 1-q 1+q
_1- (n1+ 1d + nd”*(l + (”); DJA-29+§ _1+(n-2(n I 1))&*; + (n+ 1)¢"
1-q 1-q
—1-(n+ 22? i;)z(n + 14" donc héreditaire.
: okl L= (n+ 1§ +nd™
Conclusion 1n=>1, Elkq = 1—qf
n ‘ 1-— )P+l

OU :on sait quel x DR —{1} > x*==—1

k=0
n +1
En dérivant cette relation, on obtien}: kx** =- (n+ 1)){1(1(—1)(_) ;)2(1 —X7)(1)
k=0
N 1l—(n+ DR+
Elkx ) (1—xy
d) TA(Q) = {1, ..., n} donc T, admet une espérance et BF > kP(T, = k)
k=1
n-1 1
_ k-1 1_ . 1-nd"+(n-1)4 nqn (1-q)
xkaprnd = 1-q)
1-nd*+(n-1)d+nd*-nd _1-4

1-q 1-q
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2)a) %(Q)={0,1} X,=0)=hRn ...nF, doncP}=0)=d
PX,=1)=1-P(X=0)=1-§

b) Xnoo-B(l—=d)doncEQ%)=1-d (OQUE(X)=0xg'+1x(1-d)=1-4d.
3)a)0kO{0,n=1} (Ya=k)=FR n ... n Fcn Pu1 donc P(Y,=k) =dp

b) (Ya=n)=HRn ...n F, donc P(¥,=n)=d.

C) Th=Xn+ Yy donc par linéarité E(]T E(G) + E(Yn)

e =324 a-9=a-9 (i1 =a-pisEse-9G=d)

1-q
4) wh|Ie (x=0)and (t<n)do begln [in=11
If random>p then y:=y+1
else x:=x+1; end;

Exercice 5
1. X est le jour du premier contrdle négatif. Lakpabilité d'avoir un contréle négatif est 2/5.
Les résultats des contrbles sont indépendants Ronc G(2/5)

_ _ oy (312 1.5 —2/5_3/5 _3 25_15
X(Q)={12, ..} PX=K) ‘(5) 5 EX) =573 V= Ts)"“ 4/25"5° 4 " 4
2.8YQ)={2,3, ..} (X=3)n(Y=5)=RnP.nN3n Pyn Ns

3,3,2,.4.1 72
Donc P(X=3)n (Y =5)) = EXEXE5X5 X5~ 55

b)sii<jX=i)n(Y=))=Pin...nBanNinP«un..nBa1nN,

i — 1 contrbles positifs avant le premier négatff— 1) — (i+ 1) + 1 =j—i — 1 contrbles pafsit
3 j—i-1
entre les deux négatifs. Donc P((X =i)Y =])) = (§) " x % x (g) x%

Siizj,X=i)n (Y= j) est impossible, donc P(X=m(Y=))=0
" _i-1
&) 022 PY=]) =Y P((X = )n(Y=])) = z @ xEx @' x (nul'siiz])
i=1

Posonsi'=i—1(i=i+1)

P(Y =]) = JZZ% x @' x @j o 2:215 x @j'z xljzz@' < @" - 2,25, @j x:-:zzo @i-
e O (TR

4
d) P(X=2)n (Y=2))=0 et P(X:Z)%xéz% p(y:z)z%@z_%@z

=88 _2 oncP(X=2n (Y =2)%PX = 2)P(Y = 2).

~25 25725
X et Y ne sont pas indépendantes.
AN 2« .(3)_1_4 (4Y1
d) X jP(Y=)) = Z(j——ZJ(—):—X—XZJ(—j ZJO
(57 2 5 3.> 5 25 j>25 7

0 <§ g< 1 donc les séries convergent absolument. oadmet une espérance et

_2 1 2(_ 1 2, ,:.2,25_,, 5_15
E(Y)‘Sx((1—4/5’)’_1j _5((1—3/5’)’_1) T5X 2 5x g =105=%
Ou : Soit Z le nombre de jours apres le premidrrtégatif jusqu'au deuxieme
Z est le rang du premier test négatif (probabilit®) et les tests sont indépendants.

Donc Zoo- G(1/5) et E(Z) = 1/1/5=50r Y = X + Z donc E(¥)E(X) + E(Z) =5 + 5 =19

2
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