ECE1 : Correction du Concours blanc n°1

] —CEL L Lorrection du toncours plane N
Exercice 11fa'(t)=%—%2:t 2_&7 f-g20< tP2d - t=a(cart>0,a>0)

t 0 a od
fa'(t) 0 +
fa(t)

a /
Le minimum de f sur ]O; o[ est a doncft) >allt> 0.
2.a)Sig=a y="fya)=a, etc... la suite est constante.
b) Par récurrence :
__pour n =1, u=f(u) = a d'apres la question 1.
__supposons que & a alors f(4) = a d'apres la question 1. (ou car f est croiggasu oo|)
Donc y+1= a. Conclusiondn>1, y,= a.

1 Ao @y_ 11 & a_a@-u)
c)un+1—a—2(un—a)—2(un+u3—a—2un+2 20"2° 2u <Ocary=a.

Donc y+1— a< %(un —a).l0n=1.

c) Remarque : comme &t a,| bh—4 = th— a.

. * 1\ =
Montrons par recurrence quen O N, | Uy — al < (E) up — al

2
Csilu-ds (Y u-d
|Un+1—d = lh+1—aS%(Un—a)S%(%)n_]Wul-al

1\N s P
|Uns1—4d < (5) |u; — g donc la propriété est héréditaire.

_pourn=1 (ljl_]W U — 4 = | U — 4 donc la propriété est vraie.

Donc pour tout iz 1, 0< | Un — a{ < (%jnﬂul—d

n —
d) n ﬂ”loo@) ]Wul - a|: 0 (car-1 <%< 1) donc d'apres le théoréme des gendarmes;

n ﬂm+oo|un—al = 0. Donc

N J'mm U, = a.

e) En prenant aﬂ@, on obtient {t) :%(t +%j

program cbl,
var i:integer;u:real;
begin
u:=1;
for i:=1 to 100 do
begin u:=(u+2/u)/2;
writeln('u (',1,") vaut ',u);
end;
readin;end.
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Exercice 2

1. On note T ="la piece est truquée” et E = "Lecpiest equilibrée”.

(E, T) forment un systéme complet d'événements; dtaprés la formule des probabilités
totales :

P(R) = P(NA(PY) + PEIRP) =55 +5%5 =2
P(R) = P(NA(P) + PEIR(P) =5 x 5 +5%x5=2
_1,3,3,1.1.1 13

+

P(PLn P)=P(MR(PLn P) + PE)RPLN P,) = 5*4%at3%5%3553;

P(R) x P(R) = =3 xg éii P(R n P,) donc R et B ne sont pas indépendants.

2. a. D'apres la formule de Bayes :
1.3 3 13

_x_ —_—
_P(MP(P)_2 4 _8_3 P(P.n P,) _32_13x8_13
PD="pm) -~ 5 55 M 5 5x32"20
8 8 8
1,33 9
) " _PMP((PinP)_2 4 4 .32 9
b. De la méme maniéreRpAT) = PRnP) 13 13 13
32 32

3. probabilité d'éliminer une piéce truquée(Pin F ) =1-R(F1 n ) :%

Probabilité de conserver une piéce quand elleegtiée : P(F1 n ) :% X %{ :1_16'

Donc on élimine beaucoup de bonnes pieces, maismserve trés peu de pieces truguées.
4.a)0k0O{1,...,N} Axc=FRn ..nFan P
13

k-
Les lancers sont indépendants, doncPEAP(R) x ... x P(R.1) x P(R) = GJ 2

b) B=F n ... n Ry (indépendants) donc P(B)é]ﬁ

1 N
N N N - 1 —(_)
_ 5 (L, 3 1k _3 4 1
c)gP(Ak)—;(LJ x, (aveck'=k- 1)4 Z_LJ =2

k=1 k=1 k' = 1 _Z
Cohérence : (A ..., Ay, B) forment un systeme complet d'événements.

N
Donc >, P(A) + P(B) doit étre égal a 1.

k=1
N 1.1 3 3

Or Y P(A)+P(B)=1 N +ZN =1 le résultat est cohérent.
k=1
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Exercice 3

LYi(@)={12} (Y1=1)=R (V1=2)=BdoncP(¥=1)=3 P(;=2)=

2. Pour = 2, Y, (Q) = {0,1,2}.
3.(Ya=2)=B n Bxn...n Bydonc P(¥ = 2) :(%)n

2
4.a)y=Pv1=1) :§

D'aprés la formule des probabilités totales,
b=P(2 =1)=PM=1Ry1=1(Y2=1) + P(M =2)Ry1=2(Y2=1)

Wl

b) De méme, d'aprés la formule des probabiliteddst avec le systeme complet

d'événements (Y=0, Yo =1, Y, = 2) 1= P(Yna1=1)

=P(Yn=0)Rvyn=0(Ynt1=1) + P(\, = 1)RYn 1)(Yn+1 =1) + P(M, = 2)Rvn=2(Xns1=1)

=P(Ya=0)x 0+ P(¥%=1)x5

Pourn=1:y1=Ww= g —u1+§m:%><% % g 3 la relation est valable pour n=1.

)ONON, Vs = 3 Ui = 3‘*‘( Un +3%1) 2x3"u, + 2 = 2y + 2.

Donc (w) est une suite arithmético-geométrique.
Pointfixe:c=2c+ 2> -c=2« c=-2
Donc la suite w= v, + 2 est géométrique de raison 2.

On=1, w,=w x g™ \1=31><u1=3><g:2.vv1=v1+2:4

3
Vp+2=21x4 y=2x2"-2
Vo (2jn 2 2™_2 on+t
1 2X—

3

un=3n— —?= 7 doncunm?

d)P(Y,=0)+P(\,=1) + P(\ﬂ1 =2) =1 (systeme complet d'événements).

1 1 2™
Donc P(\,=0)=1 2(3) +— —3 " 1+ 3n— 3

Exercice 4

1) On tire 3 boules successivement, sans remise cd() = A,%, =N(N-1)(N - 2).

OkO{2, ..., N}, (X>k)="Les deux nombres obtenums strictement supérieurs a k

Ilya N —kboules entre k + 1 et N.

Donc card(X > k) = &, = (N—K)(N -k —1)(N -k —2)
_(N=K(N=Kk=1D(N-k-=2)

P(X>k) = N(N = 1)(N — 2)

2)0k0O{1,...,N=2}, P(X=k)=P(X>k-1) - P(X > k)schéma)

_(N-Kk+1)(N-K(N-k-1) - (N-K(N-—k-Nck-2)

N(N = 1)(N - 2)
C(N—K+1-N+k+2)(N=K(N-k—-13(N-K(N-k-1)
- N(N = 1)(N — 2) “TN(N=1)(N-2)
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Exercice 5

1) a) On procéde par récurrence a deux rangs pontren quel]l n [ON, u, OO N.
_Ww=00N w=10N

_ supposons que, Ul N et th+1 0 N. Alors u, + th+1 [0 N. Donc y+2 0 N.

Conclusion 1 n 0N, u, O N.

Donc Y+2— Wh+1 = Uy 2 0 donc la suite @) est croissante a partir du rang 1. Comge w,
elle est croissante a partir de 0.

b) Si (4) converge vers un réel L, comm@4F U1+ Uy, OnauraitL=L + L= L=0.
Or u =1 et () est croissante, donc c'est impossible. Doncita sst divergente.

2) A =5 deux racines a = \/E—S etb 1 \/E—S

1—a:2_1_\/§:1_\/§:b _l:_ 2 - 2(1_\/5)
_2+2B_2- Nél‘ﬁ

a 1+\/§—- 1 +\/£—5)(1 —\/5) (forme conjuguée)
1-5

4<5<9donc2</§<3 3<1+\/§<4 g<a<2doncl<a<2.

b) (w) est une suite linéaire récurrente d'ordre 2 #icants constants, dont I'équation
caractéristique esfx x + 1 = x> —x —1 = 0, de solutions a et b.
Donc il existe deux réebs ety tels que : y=Ad" + pb"
{uo=)\a°+ub°:0 {}\+u 0 {u=-)\
up = Aa + pb* aA+bu=1" [(@a-br=1
Ora-b-= 1+\/§ 1 \/E—S 2\/5 \/Edonc)\ _% H=-%

DoncOnON, un:%(d‘—dq)
b\n

a' b bn d'
c)un=—(1—(—)) et-1<C <1donc Im’() =0 donc ¥~
5 a a
Vel W
)S=2 k=2 (Uk+2—U<+1)=ZUk+2—ZUk+1

k=0 k=0 k=0 k=0
Sttt hath) —(L+h+ .o+ h+ ) = b= W= te— 1,
Ou : Par récurrence :

0
_pourn=0 §= > w=w=0 uy-1=1-1=0 vraiaurangDO.

k=0
_ Supposons que,S th+2— 1 alors §1= S + U+1 = Ups2 + sz — 1 = thez— 1.
Doncln( N,S1—uq+2—1

Ouis=Yus Yk -t)= | Yd- v |- (AT AR
' k=ok ko\/g \/_ \/:E’ l-a 1-b
1 _ 1 1

O %" 5-'ae§m-a"bl o

_a(1—§+)+b(1—l’3+)_b— il

Donc $ = NG —\/5—3 5 =1+ U

4) Begin

temp :=v; v :=u + v, u :=temp;

end ;

writeln('u(’,n,") vaut 'y);
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